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Resumen 

Las tareas de ensamble manual en la industria de la manufactura continúan siendo indispensables para algunos 

tipos de procesos. Al tratarse de tareas manuales, sus instrucciones están definidas por las hojas de trabajo o 

ayudas visuales establecidas en la ingeniería de métodos. En este trabajo se presenta la implementación de una 

aplicación de Realidad Aumentada (RA), que es una tecnología habilitadora de la industria 4.0, utilizando los 

lentes inteligentes Google Glass Enterprise 2. Con la aplicación desarrollada, las instrucciones de ensamble de 

una estación de ensamble manual establecidas en la hoja de trabajo o ayuda visual se muestran en la pantalla 

de los lentes inteligentes evitando que el operador interrumpa sus actividades para revisar las tareas que está 

realizando. 
 

Palabras clave: realidad aumentada, lentes inteligentes, Industria 4.0. 
 
Abstract 

Manual assembly tasks in the manufacturing industry continue to be indispensable for some types of processes. 

Being manual tasks, their instructions are defined by worksheets or visual aids established in methods 
engineering. This paper presents the implementation of an Augmented Reality (AR) application, which is an 

enabling technology for Industry 4.0, using Google Glass Enterprise 2 smart glasses. With the developed 
application, the assembly instructions of a manual assembly station established in the worksheet or visual aid 
are displayed on the screen of the smart glasses, preventing the operator from interrupting his activities to review 

the tasks he is performing. 
 

Index terms: augmented reality, smart glasses, Industry 4.0. 
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I. INTRODUCCIÓN 
 

La ingeniería de métodos, que es un enfoque de la ingeniería industrial, incluye un procesamiento sistemático 

donde se analizan las operaciones de un proceso de producción para registrarlas, mejorarlas, estandarizarlas y 

convertir el trabajo en una actividad más sencilla; así, el estudio de métodos define cómo se realiza el trabajo. 

Existen diferentes técnicas de la ingeniería de métodos, entre ellas se encuentran: el diagrama de operaciones, 

que incluye la secuencia de operaciones e inspecciones de un trabajo o actividad; diagrama hombre-máquina, 

que permite conocer las actividades realizadas por un operador y sus máquinas a cargo; el estudio de micro 

movimientos, en el que se descomponen las operaciones en movimientos básicos; entre otros [1]. Mediante 

estas técnicas se define la metodología para ensamblar un producto.  

Como parte del diagrama de operaciones, se especifican qué operaciones e inspecciones se realizan al producto 

que se manufactura. Las operaciones deben estandarizarse mediante la aplicación de la hoja del método de 

trabajo (ayudas visuales). La hoja de trabajo sirve como base para cumplir las operaciones, facilitar la 

capacitación de los operadores, ser fuente de consulta durante la realización de las operaciones y elevar la 

eficiencia de la operación [2].  

En el campo de la producción a gran escala, las operaciones de ensamble manual siguen siendo una parte 

importante debido a lo complejo de los procesos; además, en dichos procesos tradicionales, los trabajadores 

revisan los documentos informativos fuera de la línea de ensamble, ya que no tienen la oportunidad de liberar 

sus manos mientras realizan su operación [3]. En algunas fábricas, se cuentan con manuales de producción que 

contienen instrucciones específicas, que los operadores se deben aprender de memoria [4]. 

Los defectos en la manufactura pueden ocurrir por diversos factores, como materiales, tecnología, humanos y 

elementos de soporte. Con respecto al factor humano se encuentran actividades como las tareas de ensamble, 

de mantenimiento, calidad y control, entre otras. Para mejorar la productividad y eficiencia, se han 

implementado algunas tecnologías avanzadas, pero esto no ha podido eliminar los defectos, principalmente por 

el error humano. Algunos estudios muestran que los errores humanos se presentan del 70% al 90% en los 
defectos de calidad en las empresas con estaciones de ensamble [5]. 

Los retos principales de la industria de la manufactura en la era actual están relacionados con los requerimientos 

de alto desempeño; uno de los cuales, corresponde a la visualización de las instrucciones de trabajo [6]. El uso 

de manuales es inconveniente en los lugares de trabajo y, de manera continua, pueden ser evitados por 
trabajadores que prefieren basarse en su conocimiento y experiencia [7]. 

Las compañías están buscando soluciones para reducir errores, incrementar productividad, disminuir costos y 

ganar en competitividad sobre competidores globales [8]. Existen tecnologías que pueden aplicarse para cumplir 

este objetivo, entre ellas se encuentra la Realidad Aumentada (RA), la cual es una de las nueve tecnologías 

habilitadoras que fortalecen la transformación soportada por la industria 4.0. Desde finales de los 90 se ha 

vuelto más sencillo desarrollar aplicaciones de RA, gracias al mejoramiento en las herramientas de software y 

hardware [9]. La RA aplicada en ambientes de producción puede reducir la tasa de error en una tarea de 

ensamble en 82% [8]. 

Aunque existan prototipos de sistemas que han avanzado para facilitar la integración de la RA en la industria, 

siguen existiendo barreras para adoptarla [10]. La mayoría de los dispositivos en los que se ha aplicado no han 

ayudado de la manera esperada. Los lentes inteligentes se muestran como un dispositivo diferente para poder 

aplicar la RA debido a sus características, pero existen solo pocos algoritmos de RA en unos lentes inteligentes, 

y por ende pocas aplicaciones reales de estos.  

En este trabajo se pretende realizar un aporte a la ingeniería de métodos, principalmente al diseño de estaciones 

de ensamble manual, las cuales se continúan basando en el método desarrollado en 1960. El objetivo es mejorar 
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la técnica de la secuencia de operaciones establecida en el diagrama de operaciones de la ingeniería de métodos, 

haciendo uso de la RA en unos lentes inteligentes como herramientas para visualización de la información 

contenida en la hoja de trabajo. Con esto, los operadores tendrán la opción de visualizar las instrucciones del 

ensamble que deben realizar sin dejar su estación de trabajo. Además, se aplica un procesamiento de imágenes 

con el objetivo de encontrar algún componente faltante en el ensamble realizado. 

 

II. DESARROLLO 

 
En la ingeniería de métodos se establece que las hojas de trabajo o ayudas visuales deben contener información 

estandarizada y unificada con la finalidad de evitar problemas en las actividades diarias, además de establecer 

un procedimiento para realizar cada actividad bajo las mismas circunstancias. Con esto se busca que el operador 

pueda desarrollar sus actividades siempre de la misma manera, en [2] se establecen tres componentes que debe 

tener una hoja de trabajo: identificación, todos los datos que identifiquen fácilmente a operación a la que 

corresponde el proceso que se va a explicar; descripción de la operación, es la parte primordial de la hoja de 

trabajo e incluye toda la información necesaria para realizar la operación; y otros controles responsables, como 

dibujo y/o partes de la pieza donde se realiza la operación.  

La RA, de acuerdo a Bottani y Vignali [11], es un conjunto de tecnologías que permiten la vista del mundo real 

“aumentado” por elementos u objetos generados por computadora. Rohrer y Hendrix [12] agregan que es una 

tecnología que sobrepone características digitales sobre la percepción del mundo real, mientras que para [13] 

se puede describir como una variación de la realidad virtual, que potencia el sentido visual de los humanos.   

Además, la tecnología de RA no está restringida a desplegarse en un tipo particular de pantalla [14], y sus 

aplicaciones se han vuelto más comunes desde la introducción del concepto de RA móvil, lo que ha llevado a 

que la investigación de la RA se direccione hacia los dispositivos montados en la cabeza (HMD por sus siglas 

en inglés); por lo tanto, los equipos dentro de este tipo de tecnología se han vuelto más maduros, pequeños, 

ligeros y de más bajo costo, volviendo más viables los desarrollos en ellos [15].  

Las características de los lentes inteligentes pueden facilitar la realización de una tarea de ensamble manual en 

la industria de la manufactura. Por ejemplo, es posible que con la cámara se tomen imágenes para establecer 

que proceso se va a realizar; además, los componentes a utilizar y las instrucciones a seguir podrían desplegarse 

en la pantalla de los lentes inteligentes.   

La pantalla de los lentes inteligentes se encuentra situada sobre la línea del ojo derecho, por lo que para observar 

las imágenes desplegadas en ésta solamente se debe enfocar la vista un poco hacia arriba, lo que también 

permite que las imágenes no interfieran con la vista del mundo real.  

En este trabajo, se implementó una aplicación de RA en los lentes inteligentes Google Glass Enterprise 2 [16]. 

La aplicación, muestra los componentes que debe contener una hoja de trabajo en una estación de ensamble 

manual, de acuerdo a la ingeniera de métodos. Este sistema basado en RA se diseñó para utilizarse en una 

estación de ensamble manual en un ambiente controlado.   

El desarrollo de la aplicación fue realizado empleando Android Studio, la cual es una herramienta utilizada para 

aplicaciones en teléfonos inteligentes y tabletas electrónicas, por lo que cuenta con librerías y utilerías que 

funcionan en las diferentes plataformas.  

El prototipo de estación de ensamble elegida para este proyecto se basa en una estación de ensamble manual 

real de un sensor magnético utilizado en alarmas de seguridad caseras. En esta estación de ensamble se llevan 

a cabo pocas operaciones, lo que implica la posibilidad el operador pueda olvidar alguna de las operaciones que 
debe seguir.  
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Como se revisó en la introducción de este trabajo, se busca remplazar las instrucciones de trabajo actuales, que 
existen solo en papel. Además, el operador debe memorizarlas o leerlas solo algunas pocas ocasiones durante su 
turno de trabajo. A diferencia del proceso normal, a continuación, se expone un enfoque diferente a lo estipulado 
por la ingeniería de métodos. 

 

 

Fig. 1. Diagrama de etapas de la aplicación. 

 

En la Fig. 1, se muestran las etapas que se llevaron a cabo para completar la aplicación.  

Al ejecutar la aplicación, se le pedirá al usuario tocar el lado derecho de los lentes para activar la cámara. Una 

vez activada la cámara, el usuario deberá acercarse lo suficiente al código QR de la estación de trabajo para 

que pueda ser interpretado. Luego, las instrucciones se obtienen después de asegurarse que el código leído es 

correcto. En la siguiente etapa, una vez establecido el proceso al que pertenece el código QR, se muestra a que 

producto corresponde y que componentes o materiales se van a utilizar. Por último, se muestran una a una las 

instrucciones a seguir en la pantalla de los lentes inteligentes. 

Para el desarrollo de la aplicación en los lentes inteligentes se utilizó Android Studio y las instrucciones de 

ensamble pertenecen a un prototipo de una estación de ensamble, que se basa en una estación real de ensamble 

de un sensor magnético que es parte de alarmas de seguridad caseras. 

Finalmente, se utilizó un algoritmo de reconocimiento y clasificación de imágenes con el objetivo de tener la 

certeza de que el ensamble fue realizado de manera correcta. Para esto, primeramente, se efectuó mediante el 

uso de Matlab un entrenamiento con imágenes del ensamble terminado, tanto correcta como incorrectamente. 

Este entrenamiento se llevó a cabo con 15 imágenes del ensamble correcto, tomadas con una cámara de 48 

megapíxeles; 12 imágenes del ensamble correcto tomadas con la cámara de los lentes inteligentes; y 6 imágenes 

del ensamble incorrecto o con partes faltantes tomadas también con la cámara de los lentes inteligentes. Una 

vez realizado el entrenamiento, se eligieron imágenes al azar que no fueron utilizadas en el entrenamiento. 
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III. RESULTADOS 
 

El resultado es una aplicación desplegada en los lentes inteligentes. A diferencia de lo que se realiza 

normalmente en la estación de trabajo elegida para este proyecto, el usuario tiene en la pantalla de los lentes 

inteligentes las instrucciones que debe seguir. Esto podría ayudar en diversos puntos: 

- Es posible que el entrenamiento del usuario tome menos tiempo. Actualmente, cuando un operador se 

encuentra por primera vez en una estación de ensamble, se le da algún tiempo para que lea las 

instrucciones de lo que va a realizar, luego se le permite que realice el ensamble de algunas unidades 

mientras tiene en su estación de ensamble las instrucciones en hojas de papel, cuando ha entendido lo 

que debe realizar, procede a continuar ensamblando más unidades y si le surgen dudas regresa a revisar 

las hojas que contienen las instrucciones. Con los lentes inteligentes tiene las instrucciones al alcance 

de la vista y le resultaría más fácil consultar si tiene dudas. 

- Las imágenes de los materiales y subensambles mostradas en los lentes inteligentes pueden ayudar a 

que el usuario se guíe y no solo depender de recordar el ensamble del producto. 

 

 

Fig. 2. Escaneo de código QR. 

 

Lo primero que aparece en la pantalla al ejecutarla es la instrucción para escanear el código QR (véase Fig. 2). 

Una vez escaneado el código correcto, se muestra la información de la estación que corresponde al código 

escaneado (véase Fig. 2).  

Al aparecer la información de la estación correspondiente, el usuario debe deslizar un dedo sobre la parte 

derecha de los lentes inteligentes para que aparezcan los materiales a utilizar en la estación de ensamble (véase 

Fig. 3). 
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Fig. 3. Instrucciones de ensamble.  
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Después, para ir visualizando cada uno de los pasos a seguir, de igual manera debe ir deslizando un dedo para 

cada una de las pantallas (véase Fig. 3).  

Finalmente, se ejecutó el algoritmo de clasificación en Matlab después de efectuar el entrenamiento como se 

explicó en el desarrollo. Se utilizaron 10 imágenes tomadas con el teléfono inteligente, 5 correspondientes al 

ensamble correcto y 5 al ensamble con alguna parte faltante, obteniendo un 100% de precisión en la 

clasificación de las imágenes del ensamble que fue seleccionado para este experimento (véase Fig. 4). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4. Ejemplos de imágenes tomadas, a) y b) del ensamble correcto y c) del ensamble con faltante de algún componente. 

 

 

IV. CONCLUSIONES 

 

Se desarrolló una aplicación basada en la Realidad Aumentada (RA) para el despliegue de información 

relacionada al ensamble de un sensor magnético utilizado en alarmas de seguridad. Las instrucciones e 

interacción con ellas fueron diseñadas con fundamento en la ingeniería de métodos. Con esta aplicación basada 

en RA, el usuario pudo observar en la pantalla de los lentes inteligentes las instrucciones de una estación de 

ensamble; así, se evitó que el usuario se moviera de su estación de trabajo para revisar la hoja de trabajo 

establecida para su proceso.  

Al incrementar la disponibilidad de ayudas visuales estandarizadas y unificadas en el área de trabajo, por medio 

de RA, este tipo de aplicaciones podrían aplicarse en un futuro para evaluar su contribución en la disminución 

de la tasa de error en los ensambles manuales, aumento de la productividad y mejora del proceso de 

entrenamiento en integración o rotación de personal. Además, mediante el algoritmo de clasificación de 

imágenes es posible que sea detectable la falta de algunos componentes del ensamble recién realizado, con lo 

que sería posible disminuir la tasa de error en el ensamble del producto utilizado en este experimento. 
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Abstract 

The identification of emotions through the reading of non-verbal signals, such as gestures and facial 

expressions, has generated a new application in the field of Facial Expression Recognition (FER) and human-

computer interaction. Through the recognition of facial expressions, it would be possible to improve industrial 

equipment by making it safer through social intelligence that has excellent applications in the area of industrial 

security. That is why this research proposes to classify a series of images from the database called FER-2013, 

which contains data on seven different emotions, which are anger, disgust, fear, joy, sadness, surprise, neutral. 

For the recognition of expressions, a Vision Transformer architecture was implemented, of which 87% precision 

was obtained, while the top test accuracy was 99%. 

 

Index terms: vision transformer, facial expressions, emotion recognition. 

 

Resumen 

La identificación de emociones a través de la lectura de señales no verbales, como gestos y expresiones faciales, 

ha generado una nueva aplicación en el campo del Reconocimiento de Expresión Facial (FER por sus siglas en 

ingles) y la interacción humano ordenador. A través del reconocimiento de expresiones faciales, sería posible 

mejorar los equipos industriales haciéndolos más seguros a través de la inteligencia social que tiene excelentes 

aplicaciones en el área de la seguridad industrial. Es por ello que en esta investigación se propone clasificar una 

serie de imágenes de la base de datos denominada FER-2013, que contiene datos sobre siete emociones 

distintas, las cuales son enfado, asco, miedo, alegría, tristeza, sorpresa, neutral. Para el reconocimiento de 

expresiones se implementó la arquitectura Vision Transformer, de la cual se obtuvo un 87% de exactitud, 

mientras que la exactitud más alta fue de 99%. 

 

Palabras clave: vision transformer, expresiones faciales, reconocimiento de emociones. 
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I. INTRODUCTION 

 

Emotions are inherent to the human being; they are generated by reacting to various external stimuli. Facial 

expressions are generally instantaneous subconscious manifestation that represents an emotion. It should be 

noted that human beings communicate 55% through facial expressions, 38% by intonation, and only 7% by 

spoken words [1]. FER is useful in the detection of emotions in the industry, this application is useful to prevent 

accidents in high-risk machinery. About 868,000 work accidents occur daily [2]. One of the main causes is the 

emotional state of the employees, which causes errors when executing the assigned task [3]. Techniques to 

detect emotions for accident prevention have been widely used, in [4] a correlation was made between facial 

expression and occupational accidents. In addition, other studies have analyzed the risks of accidents related to 

emotions, such as the case of [5], [6]. 

 

FER work through the visual information provided by the deformation of facial features, to classify them into 

various categories [7]. Among the steps to follow for FER, is the preprocessing of the image, which consists of 

most of the resizing and normalization of the intensity, pixels. In addition to the increase and the classification 

of the data [8]. Recently, research has used machine learning algorithms to extract and classify different 

emotions, among which convolutional networks (CNN) stand out. 

 

In FER some studies have obtained favorable results, such as the case of [1] which used the Haar Wavelet 

Transform (HWT) for the extraction of characteristics and the classification (SVM). For his part [9] used the 

WiSARD network, also [10] used Neighborhood Difference Features for the extraction of characteristics and 

random forest for the classification. For the analysis and classification of images, recent studies have focused 

on the implementation of the vision transformer model [11], [12], [13], [14], [15], [16]. Also, various studies 

have used the FER-2013 database for testing, for example in [17] and [18] they used a 2D convolutional network 

and obtained an accuracy of 66% and 94% respectively. In addition, [19] and [20] used the CNN-XCEPTION 

network and obtained an accuracy of 71% and 65.97% respectively. For their part [21] with Support Vector 

Machine (SVM) obtained 63% accuracy. On the other hand, in [22] and [23] convolutional networks obtained 

an accuracy of 69% and 66% respectively. The challenges of FER consist mainly in reading the expressions in 

the different positions [11]. However, some databases contain enough information for testing and implementing 

algorithms before taking them to the real world.  

 

In this research, to reduce work accidents, we propose to use the database called FER-2013, which contains 

photographs of human faces in gray scales, which represent the emotions of anger, disgust, fear, happiness, 

sadness, surprise, and neutral. The model called vision transformers, which is an adaptation of the previously 

proposed transformers is used for the classification of the images in the database. 

 

The rest of the paper is organized as follows; in section 2 the proposed methodology will be analyzed. Section 

3 shows the results obtained by the model. Section 4 discusses the results obtained by the model. Finally, section 

5 shows the conclusions of the proposed model. 

 

II. DEVELOPMENT 

 

A. Proposed model 

 

The model used in this research is the one proposed by [24] called vision transformer (ViT), which is based on 

the original model Transformer [25]. The ViT consists of dividing each image into segments of the same 

dimension called patches, arranging them linearly, adding positional inlays, and subsequently entering the 

information into a conventional transformer. The transformer classifies the characteristics of the images in the 

different classes. Figure 1 shows the graphic representation of the ViT model. The figure shows the 
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segmentation of the image in patches, which become vectors pass through the transformer which is made up of 

a Multi-Layer Perceptron (MLP) network, the attention, and the embedded patches are created. 

 

 
 

Fig. 1. ViT model sequence. The illustration is inspired by ViT [20]. 

 

 

A conventional transformer consists of multi-head self-care layers, it also goes through Multilayer Perceptron 

(𝑀𝐿𝑃), and Layer norm (𝐿𝑁) for each block. The ViT reshapes the image 𝑥 ∈  𝑅 𝐻×𝑊×𝐶  into a sequence of 

flattened 2D patches 𝑥𝑝  ∈  𝑅𝑁×(𝑃2 ·𝐶) , where (𝐻, 𝑊) is the resolution of the original image, 𝐶 is the number of 

channels, (𝑃, 𝑃) is the resolution of each image patch, and 𝑁 =  𝐻𝑊/𝑃2 is the resulting number of patches. 

Using equation 1 the patches are flattened and mapped to D dimensions with a linear projection. A learnable 

embed is prepended to the sequence of embedded patches (𝑧0
0  =  𝑥𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠). The equation 2 represent the 

Multihead Self-Attention (𝑀𝑆𝐴) and the equation 3 a (𝑀𝐿𝑃). The image is representing by equation 4, (𝑧𝐿
0 ) is 

the state at the output of the transformer encoder.  

 

𝑍0 = [𝑥𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠; 𝑥𝜌
1𝐸; … ; 𝑥𝑝

𝑁𝐸] + 𝐸𝜌𝑜𝑠,   𝐸 ∈ ℝ9

(𝑝2⋅𝐶)×𝐷
,  𝐸𝜌 ∈ ℝ(𝑁+𝐽)×𝐷 

(1) 

 

𝑍𝑙
′ = 𝑀𝑆𝐴(𝐿𝑁(𝑧𝑙 − 1)) + 𝑧𝑙−1,                         𝑙 = 1 … 𝐿 (2) 

 

𝑍𝑙
′ = 𝑀𝑆𝐴(𝐿𝑁(𝑧𝑙 − 1)) + 𝑧𝑙−1,                         𝑙 = 1 … 𝐿 (3) 

 

𝑦 = 𝐿𝑁(𝑍𝐿
0) (4) 
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B. Experimental protocol 

 

The FER-2013 data set was used for the experiment (from https://www.kaggle.com/), which has a total of 

35,887 grayscale images. The size of each image is 48x48 pixels, 56,630 images were used for training and 

6,783 images were used for validation. Fig. 2 shows the examples of the input images by class, a characteristic 

of this database is that it has images that show expressions in different postures, front, side, different angles of 

vertical and horizontal rotation. This allows you to get closer to the postures that are presented in a real 

application.      

 

 
 

Fig. 2. FER-2013 database by class. 

 

 

For this experiment, the data set was randomly divided into 90% for training and 10% for validation. During 

preprocessing, images are resized and converted to green scale. Figure 3 shows the printout of one of the input 

images. 

 

 

 

 

Fig. 3. Input Images from FER-2013. 
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For preprocessing, the images were normalized, resized to 72 x 72. Finally, the dataset was augmented with a 

horizontal flip and with a rotation interval of [-0.02, 0.02]. For the transformer architecture, Table 1 shows the 

hyperparameters used for the model. The hyperparameters are based on the adjustments made by [24], where 

the learning_rate and way_decay are based on the parameters suggested for the optimized Adam. The dimension 

of the image and the quantity of the patches were obtained experimentally. 

 

TABLE 1 

HYPERPARAMETERS FOR THE TRAINING 
 

          PARAMETER                        VALUE  

1 LEARNING_RATE 0.001 

2 WEIGHT_DECAY  0.0001 

3 BATCH_SIZE  256 

4 NUM_EPOCHS 90 

5 IMAGE_SIZE 72 

6 PATCH_SIZE 6 

7 PROJECTION_DIM 64 

8 NUM_HEADS 4 

9 TRANSFORMER_LAYERS 2 

10 MLP_HEAD_UNITS [2048, 1024]  

 

 

The model was fed with patches of the input image. Each patch measured 72x72 pixels, each patch was 6x6 

pixels, so 144 patches were obtained per image. Fig. 4 shows one of the images and the creation of its patches. 

 

 

 

Fig. 4. Patches per image. 

 

Subsequently, the patches were normalized using a norm layer. Finally, they enter the main classifier to be 

trained and evaluated. 
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C. Results 

 

For the evaluation of the experiment, the training accuracy and validation accuracy metrics were used. Fig. 5, 

shows 14 epochs of the training phase, the accuracy curves of the graph show that both magnitudes were 

increased until reaching the Test accuracy of 87.29%.  

 

In addition, the training loss graph and the validation loss graph were used, this shows how the losses were 

decreasing which can be seen in Fig. 6. 

 

 
 

Fig. 5. Model accuracy. 

 

 

 
 

Fig. 6. Model loss. 

 

 

Another metric that was used in the evaluation was the calculation of the multiclass confusion matrix, which 

shows us the classifications of the seven emotions to be classified, which are anger, disgust, fear, happy, neutral, 

sad, and surprise. In the confusion matrix, we can calculate the precision-recall and the total accuracy. For the 

calculation of recall and precision, we use equations 5, 6 and 7. 
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Where TP is the true positive, TN is the true positive, FP is the false positive, and FN is the false negative of 

all classes in the multiclass confusion matrix. Fig. 7 shows the confusion matrix of the FER-2013 database 

classification using the ViT model. 

 

 

 
 

Fig. 7. Confusion matrix from the FER-2013 database. 

 

 

The crossed results of the evaluation of the algorithms with the FER-2013 database are shown in Table 2, in 

which it is observed that the ViT algorithm has been superior to those used with convolutional networks. 

 

 

 

 

 

𝑃𝑟𝑒𝑐𝑖𝑠𝑖𝑜𝑛 =
𝑇𝑃

𝑇𝑃+𝐹𝑃
                                       (5) 

 𝑅𝑒𝑐𝑎𝑙𝑙 =
𝑇𝑃

𝑇𝑃+𝐹𝑁
                                                                   (6) 

𝐴𝑐𝑐𝑢𝑟𝑎𝑐𝑦 =
𝑇𝑃+𝑇𝑁

𝑇𝑃+𝑇𝑁+𝐹𝑃+𝐹𝑃
                                                     (7) 
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TABLE 2 

CROSS-DATASET EVALUATION RESULTS ON FER-2013. 

 
 METHOD ACCURACY 

1 2D-CNN 66% 

2 CNN-XCEPTION 71% 

3 CNN-XCEPTION 65% 

4 SVM 63% 

5 CNN 69% 

6 CNN 66% 

7 VIT (OURS) 87% 

 

 

III. CONCLUSIONS 

 

In this research, a classic model called Vision Transformer was presented, which was applied to the database 

called FER-2013. The database has facial recognition images of seven different emotions which are anger, 

disgust, fear, happiness, sadness, surprise, and neutral. The overall accuracy of the proposed model was 87%. 

 

In Figure 5, validation accuracy increased throughout training in proportion to training accuracy. While the loss 

graph shows that the validation losses decreased along with the training losses until they reached less than 0.4. 

 

Regarding the confusion matrix, it is observed that the accuracy obtained by the angry class was 83%, 99.7% 

disgusted, 86% afraid, 86% happy, 80% sad, 94% surprised, 76% neutral. Indicating that the maximum 

precision is in disgust, with 99%, that is, less than 1% of the data was confused with anger. The second-highest 

ranked class was a surprise at 94%, however, this class was confused with all the others. Finally, the classes 

with the least precision were sadness and neutral, as visually observed, the faces are similar between these last 

classes. 

 

The accuracy was higher in some classes than in others, with a 24% difference between them. In addition, it is 

observed that FER in the FER-2013 database using ViT considerably improved the precision over the methods 

with convolutional networks. However, it is proposed for future work to carry out a real-time validation of the 

model. As well as to change the hyperparameters of the ViT algorithm, mainly modifying the number of patches 

and the number of neurons, and finally use other databases to verify the results obtained. 
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Abstract 

Analyzing the energy consumption behavior in buildings is essential for implementing energy-saving and efficient energy 

use measures without losing attention to the comfort inside the buildings. In this study, a statistical analysis and time series 

forecast of the energy situation of a group of buildings in a university academic unit in Mexico City was conducted. Seasonal 

Autoregressive Integrated Moving Average (SARIMA) models were used for the forecast with electrical energy consumption 

data from 55 months. Training and test partitions were created with these data to generate two SARIMA models. The results 

showed a strong dependence on the school cycle of electricity consumption, in addition to a shift in the cycle in the first 

year of the study. The mean absolute percentage error (MAPE) for the training partitions created shows that the best fit is 

provided by the SARIMA (3,1,1) (1,0,0)12 model for the 48-month separation. In comparison, the SARIMA (2,1,2) (1,0,0)12 

model does so for the 43-month test partition. The confidence intervals for the 7- and 12-month forecast are less wide for 

the SARIMA (3,1,1) (1,0,0)12 model than for the SARIMA (2,1,2) (1,0,0)12 model. Statistical analysis and time series 

modeling allows a better understanding of the building stock's energy performance and strengthens the energy audit to 

design or implement energy saving or efficient energy use measures. 

Index terms: energy consumption, scholar buildings, time series forecasting, SARIMA models. 

 

Resumen 

Analizar el comportamiento del consumo energético en edificios es fundamental para la implementación de medidas de 

ahorro y uso eficiente de la energía, sin perder atención al confort al interior de estos. En este estudio se realizó un análisis 

estadístico y de pronóstico con series de tiempo de la situación energética de un conjunto de edificios de una unidad 

académica universitaria de la Ciudad de México. Para el pronóstico se utilizaron modelos Estacionales Autorregresivos 

Integrados y de Medias Móviles (SARIMA) con datos del consumo de energía eléctrica de 55 meses y con estos se crearon 

particiones de entrenamiento y prueba que generaron dos modelos SARIMA. Los resultados mostraron una gran dependencia 

en el ciclo escolar del consumo de electricidad, además de un corrimiento en el ciclo en el primer año de estudio. El 

porcentaje de error absoluto medio (MAPE) para las particiones de entrenamiento creadas muestra que el mejor ajuste lo 

tiene el modelo SARIMA (3,1,1) (1,0,0)12 para la partición de 48 meses, mientras que el modelo SARIMA (2,1,2) (1,0,0)12 lo 

hace para la partición de prueba de 43 meses. Los intervalos de confianza para el pronóstico a 7 y 12 meses son menos 

amplios para el modelo SARIMA (3,1,1) (1,0,0)12 que para el modelo SARIMA (2,1,2) (1,0,0)12. Finalmente, el análisis 

estadístico y el modelado de series de tiempo permiten un mejor entendimiento del comportamiento energético del conjunto 

de edificios y fortalece la auditoría energética con miras a diseñar o aplicar medidas de ahorro o uso eficiente de la energía. 

Palabras clave: consumo de energía, edificios educativos, pronóstico de series de tiempo, modelos SARIMA. 
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I. INTRODUCTION 

Global warming and climate change result from fossil fuel consumption as a source of energy. The energy 

demand is increasing day by day; the development of countries requires the consumption of energy from 

different carriers. However, the predominant sources of primary energy are still oil (33.1%), coal (27%), and 

natural gas (24.2%) [1]. Among the different sectors, the buildings sector contributes almost one-third of final 

energy consumption and continues to grow, driven by the economic development of the countries [2]. However, 

the E.U. has reduced energy consumption in buildings through energy efficiency policies. This is not the case 

in the U.S. [3] and Canada [4], where there are increases in demand for commercial and residential buildings. 

In the case of Mexico, final consumption in commercial, public, and residential buildings has remained 

relatively stable [5]. For 2018, CO2 emissions from energy consumption in buildings were 29% of a total of 

33.9 Gt of CO2 [6]. To reduce energy consumption in buildings, it is necessary to implement measures 

conducive to this end, thereby reducing the negative impacts on the planet. The IEA establishes five measures 

applicable to buildings, including energy efficiency [7]. Energy efficiency in buildings allows better 

management of economic and material resources; it leads to maintenance improvements, achieving both 

environmental and economic benefits. However, to establish which energy efficiency actions should be taken, 

an energy diagnosis of the current situation of the building or group of buildings is necessary. Knowing what 

type of energy and how it is consumed is essential to implement energy-saving and efficient energy use 

measures, always ensuring that the comfort conditions inside the buildings are adequate for the performance of 

human activities. In the case of public buildings, such as schools, it is necessary to ensure that actions to achieve 

energy efficiency and economic savings do not somehow decimate the conditions suitable for the realization of 

the activities of each type or educational level [8]. Before opting for any measure according to the circumstances 

or existing ones [9] in the refurbishment of buildings to improve their energy efficiency, it is important to 

analyze the consumption pattern and forecast it.  

 

For this purpose, energy forecasting models are used to establish energy-saving and efficient energy-use 

measures without altering the proper operation or service of the facilities. It is essential that the ability of the 

forecasting model can learn from past energy consumption patterns and accurately predict the future. This 

would allow the management and maintenance of the building to find corrective measures to possible variations 

in demand. Various methods and models are used to model energy behavior [10], [11], [12]. There are statistical 

methods to analyze the energy performance of buildings [13], [14], [15], [16], regression models [17], [18] and 

others that use specialized software for energy analysis [19], [20], [21], [22]. But for some years now, methods 

based on time series have been used [23], [24], and among these, the autoregressive integrated moving average 

(ARIMA) and SARIMA models that by themselves require fewer parameters and resources in their application. 

[25], [26]. These models have been used in combination with physical models [27] and others, such as artificial 

neural networks (ANN) and supported vector machine (SVM) [28], [29] and machine learning (ML) [30].  

 

Among the range of data prediction techniques, some are the most recurrent in the energy analysis of buildings, 

all of which have advantages and disadvantages in their application. For example, ANN models can be applied 

to nonlinear processes without knowing the relationship between input and output variables. However, 

evaluating the estimated parameters' relevance is impossible since there are no p-values. ARMA and ARIMA 

models are characterized by their ease of application and interpretation of parameters; they are more accurate 

than regression models, provide more reliable confidence intervals in predictions, require few computational 

resources, and use historical data. However, many models may need to be tested to fit, and although it is possible 

to determine the relationship between variables, their causal mechanism is not. Finally, these models are 

affected by outliers, and the forecast horizon may be short. In Decision Tree models, DT, rules are obtained that 

can be interpreted together with logical statements. However, they do not work well for nonlinear processes; 

they are susceptible to noise and unsuitable for time series. In the case of SVM models, they easily adapt to 

various problems, and optimal solutions are obtained; they can transform a nonlinear problem into a linear one. 

However, it is sometimes difficult to determine the kernel function and they can be computationally inefficient. 

Another type of model is the Fuzzy model, which, among its advantages, is its ability to be conducted without 
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a training phase. This means that it can be used on data not contained in the training set. Fuzzy logic is derived 

from Boolean logic, and its rules for a model are usually not difficult to structure. 

On the other hand, its disadvantages are that the model cannot be better than the expert because it cannot be 

trained and is challenging to fit with noise, in addition to its high computational complexity and lack of stability. 

The k-nearest neighbor (k-NN) models are characterized by the fact that they do not require prior training, which 

results in faster processing and ease of implementation for various problems. However, how the nearest 

neighbors are calculated, i.e., the distance function, is difficult to determine. Therefore, they are unsuitable for 

large data sets and overly sensitive to outliers and noise. Table 1 shows some previously described 

methodologies used in building energy analysis, classifying them by energy scale, energy type, time scale and 

type of input data for building energy analysis. 

 

TABLE 1. MODEL, TIME SCALE, TYPE OF ENERGY ANALYZED, LENGTH OF MEASUREMENT, AND TYPE OF MODEL 

INPUT DATA USED IN ENERGY ANALYSIS. 

Model Energy type Time scale Data source Measure 

length 

ANN • Electric Consumption [31], [32] 

• Cooling energy consumption 
[33] 

• Heating and cooling 

consumption [34] 

• Cooling demand [35] 

 

• Hourly [32] 

• Daily [31], [33] 

• Day type/Temp/Hum/Wind/Rad 

• Historical data 

1-2 years 

2 months 

1 year 

45 weekdays 

SVM • Electric consumption [36], [37] 

• Electric consumption [38], [39] 

• Cooling load [40] 

 

• Hourly [37] 

• Monthly [36] 

• Daily and Half-

hourly [38] 

• Daily [40] 

• Monthly [39] 

• Calendar/historical data/Temp 

• Sensor/Temp/holidays indicator 

• Meters 

• Measure data 

• Historical data 

2 years 

 

 

1 year 

6 months 

3 years 

 

ARIMA 

model 
• Thermal load [41] 

• HVAC [42], [43] 

• Electric consumption [44] 

• Electricity demand [45] 

• Hourly [41], [43] 

• Daily [43] 

• Yearly [42] 

• Monthly [44] 

• Monthly [45] 

• Tem/Hum/Wind/Rad/Occu 

• Building performance 

• Temperature 

6 months 

 

1 year 

7 years 

10 years, 10 

months 

Fuzzy 

model 
• Electric consumption [46] 

• Heating demand, electricity 

demand [47] 

• Energy consumption [48] 

 

• Daily [46] 

• Hourly [47] 

• Day type/Temp/Rad 

• Energy bills 

• Survey 

4-6 months 

3 years 

45 years 

 

k-NN • Electric consumption [49] 

• Power demand [50] 

• Electric load [51] 

 

• Minutes-daily 
[49] 

• Daily [50] 

• Minutes [51] 

• Meter and meteorological 

variables [1] 

• Smart Meter [2], [5] 

1 year 

19 months 

 

Temp: Temperature; Hum: Humidity; Rad: Radiation; Occu: Occupancy 
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For example, Chae [31] uses ANN to forecast electricity consumption in commercial buildings. The data 

collected for the study came from a management system; power and electricity consumption were measured at 

one-minute and 15-minute intervals, respectively. In addition, weather variables and operating conditions were 

incorporated, which requires a large data set and significant computational power [32], [33], [34], [35]. Zhang 

[38], using SVR develops an electrical load forecasting model for a university building using time series of 

electrical energy consumption with two types of intervals: daily and half-hourly. The information from the 

management system corresponds to one year of consumption. Dong [36] forecasts electricity consumption using 

an SVR algorithm for a set of commercial buildings. The input variables were the monthly electric service billing 

and weather data for four years [37], [38], [39], [40], [41], [42], [43]. Kaur and Ahuja [44] predict the electricity 

consumption of a healthcare institution with ARIMA models using monthly, bimonthly, and quarterly periods 

of historical consumption data for more than 10 years [45]. Li [46] uses two databases with electricity 

consumption and meteorological variables to predict electricity consumption using Fuzzy+ANN models. In this 

case, the data of the environmental variables do not correspond to the same period of the consumption data [47], 

[48], [49]. Finally, Valgaev [50] uses hourly meter load data to forecast the next day's load using k-NN models 

applicable to all buildings. This work aims to study the energy performance of the buildings that constitute the 

academic unit based on statistical analysis and energy consumption forecasting using univariate SARIMA 

models. The advantage of this technique over others is that the modeling can be built with few parameters, it 

does not require special personnel and equipment, nor significant computational capacity. Historical 

consumption data are used as predictive variables, which could facilitate the preliminary energy use analysis 

(PEA), or a level 1 audit [51], [52], [53].  

 

II. METHODOLOGY 

The study was carried out using statistical research methods divided into two phases. The first is the seasonal and 

correlation analysis, to analyze the seasonal behavior of the data using descriptive statistics that allow 

characterizing the data and examining the existence of patterns in the structure of the data over time to determine 

the seasonal component and its frequency. In addition, the relationship between the data set was primarily related 

to the immediate past. The second phase consisted of modeling the data as a time series using SARIMA processes 

to obtain a univariate predictive model of the series. Training and test partitions were created with the data, and to 

establish the partitions, the criterion followed was that the length of the test partition should not exceed 30% of 

the data. Otherwise, there would be a risk of not having enough information for the model training process. The 

two phases of the study were conducted with the statistical programs R [54] and RStudio [55]. 

 

The SARIMA models are derived from autoregressive and moving average models. The autoregressive models 

are based on the idea that the current value of the time series, 𝑋𝑡, can be explained as a function of a linear 

combination of p past values 𝑋𝑡, 𝑋𝑡−1, 𝑋𝑡−2, … , 𝑋𝑡−𝑝, where p determines the number of lags needed to 

forecast a current value [56]. The autoregressive models of order p, AR(p), are expressed as equation (1) 

 

𝑋𝑡 = 𝜑1𝑋𝑡−1 + 𝜑2𝑋𝑡−2 + ⋯ + 𝜑𝑝𝑋𝑡−𝑝 + 𝜀𝑡 (1) 

where 𝜀𝑡 is an error term, which is assumed to be approximately a white-noise process, and  𝜑1, 𝜑2, … , 𝜑𝑝  are 

the parameters of the model, being applicable in a time series if, and only if, the series in question is stationary, 

that is, a time series whose properties do not depend on the time in which it is observed. On many occasions, 

time series present patterns that the model used for their prediction cannot represent. In this case, a known 

moving average process with a number q of past error terms can capture the patterns in the series. Moving 

average models are defined by an external information source, where the actual value of the series 𝑋𝑡, is 

determined or influenced by values from a random white noise process [56]. These moving average models of 

order q, MA(q), are defined by the equation (2) 

𝑋𝑡 = 𝜀𝑡 + 𝜃1𝜀𝑡−1 + 𝜃2𝜀𝑡−2 + ⋯ + 𝜃𝑞𝜀𝑡−𝑞 (2) 
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And where 𝜀𝑡  is a white-noise process of the series and 𝜃1, 𝜃2, … , 𝜃𝑞  are the model parameters, and like the AR 

models, the MA are applicable to seasonal series. On the other hand, although both AR and MA processes can 

be used in time series separately, the combination of both allows working with more complex time series. The 

combination of AR(p) and MA(q) processes is known as ARMA (p, q) processes and can be written as 

 

𝑋𝑡 = 𝜑1𝑋𝑡−1 + 𝜑2𝑋𝑡−2 + ⋯ + 𝜑𝑝𝑋𝑡−𝑝 + 𝜀𝑡 + 𝜃1𝜀𝑡−1 + 𝜃2𝜀𝑡−2 + ⋯ + 𝜃𝑞𝜀𝑡−𝑞 (3) 

 

where 𝑋𝑡 in equation (3) represents the time series, p defines the number of lags for the regression, q the number 

of past error terms used in the equation and   𝜑1, 𝜑2, … , 𝜑𝑝, 𝜃1, 𝜃2, … , 𝜃𝑞 the parameters to be determined from 

the model. However, ARMA (p, q) models, like AR(p) and MA(q) are limited in their application to seasonal 

time series. To deal with the problem of the non-stationarity of a series, techniques such as the logarithmic 

transformation and differencing, which consists of differentiating the time series using its lags, and where 

parameter estimation is not required. The first differencing, for example, is represented as ∇𝑋𝑡 = 𝑋𝑡 − 𝑋𝑡−1, 

for the second differencing (𝑋𝑡 − 𝑋𝑡−1) − (𝑋𝑡−1 − 𝑋𝑡−2), which removes linear and quadratic trends from the 

series. In general terms, this differentiation process can be written as equation (4) 

 

𝑋𝑑 = (𝑋𝑡 − 𝑋𝑡−1) − ⋯ − (𝑋𝑡−𝑑+1 − 𝑋𝑡−𝑑) (4) 

where 𝑋𝑑 is the d differentiation of the series. These differences can be worked out through an operator known 

as the backward shift operator and defined in the form 

 

𝐵𝑋𝑡 = 𝑋𝑡−1 (5) 

And that by multiplying equation (5) with itself, the second differentiation is obtained, resulting in equation (6). 

 

𝐵2𝑋𝑡 = 𝐵𝑋𝑡−1 = 𝑋𝑡−2 (6) 

And that for a number d of differentiations, one has 

 

𝐵𝑑𝑋𝑡 = 𝑋𝑡−𝑑 (7) 

From equation (7), the first differentiation can be rewritten as equation (8) 

 

∇𝑋𝑡 = (1 − 𝐵)𝑋𝑡 (8) 

 
And that, in general, for differentiation of order d with the operator B, we have the expression of equation (9) 

 

∇𝑑= (1 − 𝐵)𝑑 (9) 

If the operator B is applied to the process AR(p) represented by equation (1), one has 

 

(1 − 𝜑1𝐵 − 𝜑2𝐵2 − ⋯ − 𝜑𝑝𝐵𝑝)𝑋𝑡 = 𝜀𝑡 (10) 

Or equation (10) can be simplified in the form of equation (11) 

 

𝜑(𝐵)𝑋𝑡 = 𝜀𝑡 (11) 
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where  

𝜑(𝐵) = 1 − 𝜑1𝐵 − 𝜑2𝐵2 − ⋯ − 𝜑𝑝𝐵𝑝 (12) 

 
Equation (12) is known as the autoregressive operator. A similar result can be obtained for the processes MA(q), 

which can be written from equation (2) in the form 

𝜃(𝐵)𝜀𝑡 = 𝑋𝑡 (13) 

 
Defining the moving average operator by means of equation (13) as 

𝜃(𝐵) = 1 + 𝜃1𝐵 + 𝜃2𝐵2 + ⋯ + 𝜃𝑞𝐵𝑞 (14) 

 
Therefore, if the time series with which we are working is not stationary and we want to model it with ARMA 

(p, q) processes, we add a differentiation process called the integration process. The model that arises from this 

integration is known as ARIMA (p, d, q) [57], [58] and using the autoregressive and moving average operators 

of equations (12) and (14) in equation (3), equation (15) is obtained. 

𝜑(𝐵)(1 − 𝐵)𝑑𝑋𝑡 = 𝜃(𝐵)𝜀𝑡 (15) 

 
Nevertheless, if the time series contains seasonal variations between periods, then the series 𝜀𝑡 will not be white 

noise since it contains correlations between periods. However, a time series with a seasonal component strongly 

related to its seasonal lags can be modeled with an ARIMA model using these lags, being represented in the 

form of equation (16) 

Φ(𝐵𝑆)(1 − 𝐵𝑆)𝐷𝜀𝑡 = Θ(𝐵𝑆)𝜔𝑡 (16) 

 
The coefficient D, represents the past seasonal degree lag of the seasonal differencing of the series, while S 

denotes the seasonality of the model and 𝜔𝑡 is a white noise process with mean zero.  

Φ(𝐵𝑆) = 1 − Φ1𝐵𝑆 − Φ2𝐵2𝑆 − ⋯ − Φ𝑃𝐵𝑃𝑆 (17) 

 

Θ(𝐵𝑆) = 1 + Θ1𝐵𝑆 + Θ2𝐵2𝑆 + ⋯ + Θ𝑄𝐵𝑄𝑆 (18) 

Equations (17) and (18) derived from equation (16) represent the seasonal regressor and moving average 

operator, respectively, with  Φ𝑃  𝑦 Θ𝑄 being the coefficients of the seasonal autoregressive and moving average 

processes, SAR(P) and SMA(Q), where P represents the past seasonal lags and Q are the past error terms. We 

denote the parameterization of these models as SARIMA (p, d, q) (P, D, Q) [57] and where p and q are the 

parameters of the nonstationary AR and MA processes, respectively. In contrast, d and D define the degree of 

differencing for nonstationary and seasonal lags, respectively. Similarly, P and Q are the order of the SAR(P) 

and SMA(Q) processes for seasonal lags. By combining both models to model the time series, the general 

expression for a SARIMA model is obtained in the form 

Φ(𝐵𝑆)𝜑(𝐵)(1 − 𝐵)𝑑(1 − 𝐵𝑆)𝐷𝑋𝑡 = 𝜃(𝐵)Θ(𝐵𝑆)𝜔𝑡 (19) 
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Equation (19) represents the combination of seasonal and non-seasonal autoregressive and moving average 

models used to model the electricity consumption series of this study.  

 

 
II. 1 DESCRIPTION OF THE ACADEMIC BUILDINGS 

The facilities considered in the study are part of the professional unit of the National Polytechnic Institute 

located in Mexico City, in the center area of the Valley of Mexico, whose geographical coordinates are 19.5° 

N and 99.14° W. The unit was built more than 60 years ago, although not all the buildings were constructed 

simultaneously. The facilities studied have ten buildings of linear geometry with four stories and an annex 

building with a different purpose, where academic, research and administrative activities are carried out. The 

structure of the buildings is made of steel, and the walls are made of prefabricated material. Fig. 1 shows the 

distribution and location of all the buildings of the unit that make up the study. All of them were built at distinct 

stages according to academic and professional needs. In the red box, you can see nine buildings in parallel and 

one transverse building, the longest one. They all have the same building structure, as shown in Fig. 2. The 

smaller red boxes show classroom buildings, offices, and teachers' cubicles on three-stories and a four-stories 

foreign language teaching center. The laboratories and workshops for maintenance and miscellaneous services 

in the green box are single-story buildings with high walls and a laminated roof. The administrative buildings 

in the blue box are one-story, and only the building shown in the lower part of the same box has two stories. In 

the yellow box, the national library was built on three levels, a basement, and a two-levels auditorium, with 

glass envelopes. Finally, there are five coffee shops, one on each side of the parallel buildings. Although the 

unit has more buildings and various facilities, the set under study was considered because it is connected to the 

same electrical system. In contrast, the rest has three independent electrical supply networks. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 1. Satellite image of the Unidad Professional Adolfo López Mateos, Zacatenco. 
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Fig. 2. Classroom, laboratory, library, auditorium and office buildings, and offices with linear steel structure. 

 

On the other hand, since it is an educational institution, its operation is determined by the seasonality of the 

academic periods, in this case, two-semester periods; one takes place from September to February, while the 

other from March to August. The buildings with classrooms are used Monday through Friday from 7:00 am to 

10:00 pm, while the library operates Monday through Friday from 8:30 am to 8:00 pm; Saturday and Sunday 

from 9:00 am to 4:30 pm; the foreign language center Monday through Friday from 7:00 am to 9:00 pm; 

Saturday and Sunday from 7:00 am to 12:00 pm. In the case of laboratories and services, only Monday through 

Friday from 7:00 am to 8:00 pm. The spaces dedicated to research do not have a limited and established schedule 

of activities. 

 

II.2 DESCRIPTION OF THE DATA 

The professional unit is supplied with electrical energy. Other energy sources, such as gas or fuels, are of 

specific consumption and are not relevant to the study, so only information from the electrical energy source 

was collected. Electricity consumption data were obtained from the General Services Department of the 

Institute and came from the billing provided by the electricity supply company. These are monthly for a period 

of five years from 2015 to 2019, meeting the requirements for a building energy analysis; monthly billing data 

and covering a period of two or more years, sufficient for a level 0 or 1 audit, as established by the American 

Society of Heating, Refrigerating and Air-Conditioning Engineers (ASHRAE) [52]. On the other hand, 

information before 2015 was not considered due to events inside the Institute that forced the closure of the 

facilities for more than two months in 2014 and distorted the behavioral pattern of electricity consumption, 

producing harmful outliers for the prediction models. As shown in Fig. 3, the annual electricity consumption in 

the academic unit has a strong dependence on school periods and a tendency to decrease from year to year. 

On the other hand, there was an irregularity in the annual consumption cycle in 2015, caused by the events 

mentioned in 2014 that forced changes in the school calendar. As a result, in March 2015, activities concluded, 

and a one-week vacation began in April, leading to a drop in consumption. When activities resumed, consumption 

increased until July, and in August, there was a drop in consumption due to the summer vacation period. With 

the start of activities in September, consumption increased until it dropped significantly in December because 

only the first two weeks of the year were worked. 
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Fig. 3. Electricity consumption of the academic unit from 2015 to 2019. 

 

 

It is not until the following year, 2016, that the annual cycle, due to calendar adjustments, begins to regularize, 

and the minimums in consumption occur in March 2016, April 2017, and April 2018 because of the one-week 

vacation period. Not so the case of April 2019, where the decrease in energy consumption due to the holiday 

period is marginal. This is because there were more academic and work activity days in April. From May to June, 

consumption increased due to the activities, concluding at the end of June. July saw the summer vacation period, 

reducing annual consumption from 2016 to 2019. After the break, by August, consumption increases until 

reaching its maximums, which corresponds to the beginning of activities of the second school period of the year. 

After that, consumption decreases until the December holiday as only the first two weeks are worked. 

 

III. RESULTS 

The results of this study were divided into three parts: seasonal analysis, autocorrelation analysis, and modeling. 

III.1 Seasonal analysis 

Fig. 4 shows the grouping of the frequency unit, i.e., the same month of each year. Thus, the average in each 

frequency group was examined, showing that, on average, monthly consumption varies except in May and June, 

where it is similar. On the other hand, the annual behavior during the school cycles; July and December were 

the months where activities are reduced; the vacation periods of April and December decrease consumption, 

and the peak occurs in October, the month of greatest academic, research, and administrative activity in the 

academic unit. The variations in the monthly frequency averages have their origin in the trend of the series. The 

decreasing trend presented by the series did not significantly modify the monthly difference since it decreased 

the series in the same proportion. In addition, the variance (standard deviation) of the monthly averages of each 

frequency decreased since it aligns each monthly observation closer to its frequency peers. 
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Fig. 4. Graph of the monthly average by frequency 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 5. Graph of consumption behavior per cycle 

 

However, the series of monthly averages did not show how consumption behaved by month and year. By month, 

July and August presented significant volatility, produced by the events of 2014, Fig. 5, while the effect due to 

the cycle shift in the first quarter of 2015 was presented from June to August 2015, as shown in Fig. 6. The 

cyclical pattern is also distinguishable with the 2015 shift. This shift was the major contributor to the adjustment 

error due to the large dispersion of observations for July and August, as shown in Fig. 7.  
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Fig. 6. Consumption behavior graph by month and cycle 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.7. Box plot: Shows the dispersion of observations and median 

 

Fig.7. Box plot: Shows the dispersion of observations and median 
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III.2 Autocorrelation analysis 

The autocorrelation function, ACF [56], [57], [58] is a tool for analyzing the linear dependence, stationarity, 

and trend of variables in a time series. The autocorrelation function measures the correlation between two 

variables separated by k periods, i.e., the lags of the series or distance between periods. 

 

𝜌𝑘 = 𝑐𝑜𝑟𝑟(𝑋𝑡 , 𝑋𝑡+𝑘) =
𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑡 , 𝑋𝑡+𝑘)

√𝑉(𝑋𝑡)√𝑉(𝑋𝑡+𝑘)
 

(20) 

 

Equation (20) shows the form of the autocorrelation function in which 𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑡 , 𝑋𝑡+𝑘)  is the covariance between 

𝑋𝑡  and 𝑋𝑡+𝑘, 𝑉(𝑋𝑡) and 𝑉(𝑋𝑡+𝑘) the variances of 𝑋𝑡  and 𝑋𝑡+𝑘, respectively. Along with the ACF there is also 

the partial autocorrelation function, PACF, which, unlike the ACF, the partial autocorrelation function measures 

the correlation between two variables separated by k periods when the effect of other lags is removed, i.e., the 

dependence created by the lags existing between the two variables is not considered. Partial autocorrelation is 

defined in the form of equation (21) 

 

𝜙𝑘 =
𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑡 − 𝑋̂𝑡 , 𝑋𝑡+𝑘 − 𝑋̂𝑡+𝑘)

√𝑉(𝑋𝑡 − 𝑋̂𝑡)√𝑉(𝑋𝑡+𝑘 − 𝑋̂𝑡+𝑘)
 

(21) 

 

Where the expressions 𝑋̂𝑡 and 𝑋̂𝑡+𝑘 represent the regressions for 𝑋𝑡 and 𝑋𝑡+𝑘. 

 

By applying this correlation analysis, it was found that the time series of the consumption data has a trend (Fig. 

3), the series is not stationary. Fig. 8 shows the ACF correlogram for the series, where the lags 1, 2, 3, and 4 

represent seasonal lags and correspond to the periods of 12, 24, 36, and 48 months. As can be seen, the first 

seven lags presented significant correlation, where the blue line in the graph shows the 5% critical values at ± 

1.96n1/2 under the null hypothesis of white noise, being n the sample size. The way in which the peaks are 

decreasing is due to the trend of the series, while the change in the direction of the peaks demonstrates their 

seasonality. The PACF in Fig. 9 confirms the seasonal behavior of the series and its non-stationarity.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 8. ACF correlogram of electricity consumption time series 

 

Fig. 8. ACF correlogram of electricity consumption time series. 
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Fig. 9. PACF correlogram of the electricity consumption time series 

 

 

 

 

 

 

Fig. 9. PACF correlogram of the electricity consumption time series 

 

III.3 Modeling 

The modeling strategy consisted of building a forecast model from training and test partitions. First, the series 

of consumed electric power data underwent a differencing process, as described in the methodology, to stabilize 

the mean and variance. Then, the data were exponentially smoothed to minimize the impact of the irregular 

behavior of the first months of 2015. Subsequently, training and test partitions were created, following the 

criterion that the length of the test partition should not exceed 30% of the time series data. Due to the number 

of observations in the time series (55 months), two models were built: one with a training partition of 48 months 

(from January 2015 to December 2018) and a test partition of 7 months (from January to July 2019). Another 

was with a training partition of 43 months (from January 2015 to July 2018) and a test partition of 12 months 

(from August 2018 to July 2019). The procedure described above was performed using R statistical software 

and the RStudio platform. Once the order of the SARIMA model (i.e., the values of p, d, q, P, D and Q) was 

found, the estimation of the parameters followed, using the maximum likelihood estimation (MLE). This 

technique finds those parameter values that have the maximum likelihood of obtaining the observed data, 

employing the Bayesian Information Criterion, BIC = -2ln (maximum likelihood estimate) + zln (n), where z 

represents the number of model parameters and n the number of observations used in the model. The best model 

is obtained by minimizing the value of BIC.  

 

So, among the fit models tested in the 48-month training partition, the best fitting model was SARIMA (3,1,1) 

(1,0,0)12, which showed the BIC value = -63.77039. Given the model, the residuals were analyzed, and it was 

found that they have a normal distribution and the ACF (Fig. 10) that the lags showed no correlation. On the 

other hand, to test whether a series of observations in a specific period are independent, the Ljung-Box test was 

used. The Ljung-Box test showed a p-value of 0.1128 above 0.01 as the significance test value and thus 

confirmed that there is no correlation in the residuals. The results show that, even though the model worked 

with the training partition data, the forecast accuracy of the test data is better, as demonstrated by all the metrics. 

The same procedure was performed to model the 43-month training partition, and the SARIMA (2,1,2) (1,0,0)12 

model was obtained, with a BIC = -59.10216. Fig. 11 corresponds to the residual analysis of the model. Its 

distribution is normal, and the Ljung-Box test is p-value = 0.03941, which confirms that there is no correlation 

between lags. 
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Fig. 10. Graph of the residual analysis of the 48-month partition from SARIMA (3, 1, 1) (1, 0, 0)12 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 11. Residual analysis of the 43-month training model from ARIMA (2, 1, 2) (1, 0, 0)12 with shift 
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III.4 Prediction precision criteria 

 

Once the models were built, their predictive capacity was analyzed, and for this purpose, the mean absolute 

percentage error, MAPE, was used, which is calculated by a term-to-term comparison of the relative error of 

the prediction value with respect to the real observed value, as shown in equation (22). 

 

𝑀𝐴𝑃𝐸 =
1

𝑛
∑ |

𝑋𝑡  −  𝑋̂𝑡

𝑋𝑡

|

𝑛

𝑡=1

 (22) 

   
Where 𝑋𝑡 are the actual values and 𝑋̂𝑡 are the predicted values, and n is the number data observations considered. 

Table 2 shows the error metric of both the training and test partitions for the two models. When analyzing the 

values in the error metric, it is observed that the fit to the training partition was better for the SARIMA (2,1,2) 

(1,0,0)12 model. In comparison, the test partition was better fitted by the SARIMA (3,1,1) (1,0,0)12 model. This 

result is confirmed by analyzing the plots in Fig. 12 and Fig. 13. The test values are closer to the actual values 

of the series for the SARIMA (3,1,1) (1,0,0)12 model. While the fitted values for the training partition are better 

represented by the SARIMA (2,1,2) (1,0,0)12. 

 

TABLE 2. ERROR METRIC FOR THE TRAINING AND TEST PARTITIONS 

Model SARIMA (3,1,1) (1,0,0) 12 SARIMA (2,1,2) (1,0,0) 12 

Partition Training Test Training Test 

Parameter 
  

  

MAPE 1.09405146 0.9320904 0.93786799 1.62500404 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 12. Current vs. forecast values and adjustment; SARIMA (3,1,1) (1,0,0)12 
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Fig. 13. Current vs. forecast values and adjustment; SARIMA (2, 1, 2) (1, 0, 0)12 

 

III.5 Confidence intervals 

 

To show how accurate the forecast model is, confidence intervals were used. This is a statistical approximation 

method to express a range of possible values in which the observed value of the series lies with a certain degree 

of certainty, i.e., with a given probability. However, any percentage of probability can be used in the confidence 

interval. For this study, the usual gaps of 80% and 95% were considered. As can be seen in Fig. 14, the confidence 

intervals for the 7-month forecast of the SARIMA (3,1,1) (1,0,0)12 model is extensive, both for the 80% and 95% 

levels and the same situation occurs for the SARIMA (2,1,2) (1,0,0)12 model (Fig. 15). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 14. SARIMA (3,1,1) (1,0,0)12 7-month forward consumption forecast. 
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Fig. 15. SARIMA (2,1,2) (1,0,0)12 7-month forward consumption forecast 

 

For the 12-month forecast horizon, as shown in Fig. 16, the SARIMA (3,1,1) (1,0,0,0)12 model predicted the 

trend and seasonal behavior of the original series. This was not the case for the SARIMA (2,1,2) (1,0,0)12 model, 

which showed a downward trend and did not reproduce the seasonal pattern of the original series. In Fig. 17, 

its confidence intervals are more extensive than the SARIMA (3,1,1) (1,0,0)12 model, which means greater 

uncertainty in the expected value. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 16. SARIMA (3,1,1) (1,0,0)12 12-month forward consumption forecast. 
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Fig. 17. SARIMA (2,1,2) (1,0,0)12 12-month forward consumption forecast 

 

IV. DISCUSSION 

Since the academic unit is in a temperate climate region, the usual use of HVAC systems is limited to certain 

spaces, and its power source is electricity, the main energy source of the buildings. There is a direct relationship 

between electrical energy consumption and the activities within the academic cycle, but not this trend. The 

monthly average values show that a seasonal cycle in consumption is maintained, while the monthly and annual 

trend is to decrease. In the case of 2015, there is a shift explained by the fact that the school period underwent 

adjustments in 2014. July and August are the months with the most significant disparity in the data because of 

the shift in the school period, which forced the continuity of activities where there are usually vacations. The 

trend presented by electricity consumption has a steeper decreasing slope from January 2015 to May 2018, 

indicating a steep decline in electricity consumption. Subsequently, the slope decreased; consumption declined 

much lower than before June 2018. Although the institution has increased its enrollment, electricity 

consumption has been reduced due to measures such as replacing lighting fixtures and office equipment with 

lower consumption. Classrooms have been fitted with sensors to control lighting, energy saving, and efficient 

energy use measures that the Institute implemented based on the Comprehensive Energy Diagnosis conducted 

by the Mexican Center for Cleaner Production. In conjunction with the National Commission for the Efficient 

Use of Energy, conducted during 2015 and 2016.  

 

Despite the above, no measures respond to seasonal consumption behavior, especially when consumption is 

higher. One possible explanation for this behavior is that between May and June, consumption increases due to 

the need to conclude academic and administrative activities before the first vacation period. While for August, 

the increase in consumption is due to the extra administrative work that is added to the other activities since it 

is that month that students enter the institution for the first time. From the results obtained by the models, the 

SARIMA (3,1,1) (1,0,0)12 model had the best fit for the test data, with the most significant minimum values 

being those that the model could not fit more accurately. In its 12-month forecast, it is observed that it maintains 

the trend of the series at a constant mean and that it represents the behavior that would be expected given that 

consumption could not continue to be reduced under the current operating conditions of the facilities. The 

SARIMA (2,1,2) (1,0,0)12 model for the 43-month training partition fits the most significant minimum values 

better than the previous model. However, its accuracy in predicting the test values is not good. Furthermore, 
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when examining the 7- and 12-month forecasts, the model does not present the natural trend of the series, 

indicating that electricity consumption would continue its downward trend, which would be unrealistic. These 

results suggest that larger test partitions would improve the forecasting model, optimizing the buildings' energy 

audit. 

 
V. CONCLUSIONS 

In this study, we have worked with two approaches to analyze and forecast electrical energy consumption in 

educational buildings; the statistical approach and the univariate modeling with SARIMA processes. The 

univariate modeling of the time series of electricity consumption shows that, of the two best-evaluated models, 

SARIMA (3,1,1) (1,0,0,0)12 best fits the real values, maintaining the seasonal behavior and the trend, which 

demonstrates its predictive capacity. Furthermore, in the medium-term projection of the model, it establishes 

that electric energy consumption will be a stationary process where its mean will be constant, which means that 

the trend will decay in such a way that it will cancel out. This is what would be expected in electricity 

consumption if the conditions of use do not change. For this model, a training partition of 48 months was used, 

indicating that a larger number of input data would result in a better-fitting model. However, it should be 

considered that as input data increases, the number of parameters to be calculated also increases.  

On the other hand, from the statistical analysis, it is concluded that although there are actual values for 2015 

that are presented as unusual due to the school calendar adjustment, the data do not contain outliers that could 

significantly affect the capacity of the predictive model. Furthermore, the monthly consumption averages 

project a seasonal behavior that can be used to establish electric energy efficiency strategies. For example, 

implementing ASHRAE Standard 100-2018, the months with the highest electricity consumption, May and 

June, have the highest daylighting, which means that artificial lighting time could be reduced through a building 

energy management system. Also, it would be possible to reduce lighting through devices that can vary light 

levels or dim when appropriate, along with implementing task lightings where needed, such as in offices and 

libraries. If possible, use occupancy, presence, or motion sensors in corridors and stairwells whose operation 

allows manual activation or turning on lighting at no more than 50% of capacity. Finally, upgrade indoor and 

outdoor lighting systems to provide demand response capacity to reduce lighting loads during peak electricity 

demand periods such as October. 

The advantage of modeling with SARIMA processes is the ease of building and adjusting the model, making it 

efficient and a viable option to be implemented in building energy control and management systems. Also, to 

form a part of the processes for conducting energy audits that require an energy performance model. The 

complexity of the model and scope will depend on the needs of the audit. 
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Resumen 

 

Existen distintas formas de resolver problemas de movimiento, a saber, de manera newtoniana, lagrangiana, 

hamiltoniana, métodos poderosos en la solución de cualquier problema relativo al movimiento y sus posibles 

causas. En el caso actual se presenta el empleo de la Variable Compleja que resulta ser otro planteamiento para 

la solución de problemas de aplicación, ergo, muestra otra forma en el procedimiento para resolver problemas 

de la mecánica. Las aplicaciones de la variable compleja son de gran envergadura en diferentes áreas de la 

ingeniería. En este artículo se analiza el problema de la órbita de un satélite artificial alrededor de la tierra, cuya 

solución involucra la definición de números complejos, y a partir de él, se llega a los conceptos de velocidad y 

aceleración complejas, para con ellos establecer las ecuaciones complejas para la descripción del movimiento. 

 

Palabras clave: variable compleja, mecánica celeste, satélite artificial, órbitas. 

 

Abstract 

 

There are different ways to solve motion problems, namely, Newtonian, Lagrangian, Hamiltonian, powerful 

methods in solving any problem related to motion and its possible causes. In the current case, the use of the 

Complex Variable is presented, which turns out to be another approach for solving application problems, ergo, 

it shows another way in the procedure to solve mechanical problems. The applications of the complex variable 

are of great importance in different areas of engineering, in this article the problem of the orbit of an artificial 

satellite around the earth is analyzed, whose solution involves the definition of complex numbers, and from it, 

the concepts of complex speed and acceleration are reached, in order to establish the complex equations for the 

description of the movement. 

 

Index terms: complex variable, celestial mechanics, artificial satellites, orbits. 
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A LA MEMORIA DE LUIS RF 

 

I. INTRODUCCIÓN 

 

El estudio del movimiento de los planetas siempre ha causado impresión en la mayoría de las personas que 

gustan de observar el cielo nocturno, de ello surgen preguntas cuyas respuestas propician avances importantes 

en la ciencia. El atrevimiento del hombre por realizar el sueño de volar permitió el diseño y construcción de 

medios que lo llevan no solo a ello, además, tener la oportunidad de salir de su morada, la Tierra.  

 

Es mucho el camino recorrido y mencionar los pormenores seria prolijo, lo que no se debe soslayar son aquellas 

ramas de la ciencia que interviene directamente, de manera particular la matemática, la física y en esta última, 

específicamente la mecánica. Así, desde Newton hasta nuestros días, pasando lista por grandes matemáticos y 

físicos como Poincaré, quienes desarrollaron la mecánica celeste, que dieron lugar a lo cotidiano.  

 

Para observar con detenimiento el planeta, se han desarrollado otras áreas del conocimiento; la tecnología cubre 

esta parte mediante satélites que orbitan el planeta, arrojando infinidad de datos e imágenes. La sencillez con 

que se mencionó orbitar no refleja su complejidad, habrá que considerar toda la información requerida. Así, se 

describen una serie de cálculos para determinar una de las partes esenciales de la puesta en órbita de un satélite 

artificial, es decir, colocar un artefacto a determinada altura. La mecánica celeste da cuenta de los cálculos 

requeridos para realizar la proeza de subir al cielo.  

 

Se expone a continuación una serie de cálculos en lenguaje matemático distinto al habitual en mecánica, y vale 

para manifestar la sorpresa con el que muchos pensadores lo hubiesen visto con asombro, por lo que se espera 

ser claro y preciso, pues es una meta planteada. 

 

VARIABLE COMPLEJA [1], [5], [9] 

 

 La teoría de funciones de variable compleja surgió en relación con el problema de resolución de ecuaciones 

algebraicas, y se ha desarrollado y relacionado con otras ramas de la matemática. Arrojó luz sobre clases de 

funciones del análisis, de la mecánica y la física matemática; las funciones analíticas tuvieron interpretaciones 

físicas en campos como hidrodinámica y electrostática, proporcionando métodos para la solución de sus 

problemas.  

 

En este artículo se pretende dar una idea de la naturaleza variada de sus problemas, y se espera que dé al lector, 

el carácter y significado de la teoría de la variable compleja.  

 

Ahora bien, en física, una órbita es la trayectoria que describe un objeto alrededor de otro mientras se encuentre 

bajo la influencia de una fuerza como la gravitacional. En este contexto, se define un satélite, como un objeto 

que orbita alrededor de otro, llamado principal o planetario. Los satélites artificiales son artefactos enviados al 

espacio en naves que los colocan a determinada altura, que orbitan alrededor de lunas y planetas [2], [3], [7]. 

 

De acuerdo con lo anterior y con la intención de contextualizar en lenguaje matemático referido, se hace uso de 

variable compleja para definir el movimiento, pues facilita los cálculos. Todo número complejo z se puede 

representar como 𝒛 = 𝒓𝒆𝒊𝜽. Si  𝒛(𝒕), 𝒓(𝒕) 𝒚 𝜽(𝒕) son funciones del tiempo t, se tiene:  

 

Sea 𝒛 = 𝒓𝒆𝒊𝜽 el desplazamiento complejo, entonces, la velocidad compleja es: 

 

𝒗 =
𝒅𝒛

𝒅𝒕
=

𝒅𝒓

𝒅𝒕
𝒆𝒊𝜽 + 𝒓𝒊𝒆𝒊𝜽

𝒅𝜽

𝒅𝒕
= [

𝒅𝒓

𝒅𝒕
+ 𝒊𝒓

𝒅𝜽

𝒅𝒕
] 𝒆𝒊𝜽 

(1) 

 



  
El movimiento sublunar 

 

Mario Antonio Ramirez Flores  

Manuel Galileo Santos Caballero 

  

 

 
 

Científica, vol. 26, núm. 2, pp. 01-11, julio-diciembre 2022, ISSN 2594-2921, Instituto Politécnico Nacional MÉXICO 

DOI: https://doi.org/10.46842/ipn.cien.v26n2a04 

 

3 

Y la aceleración compleja: 

𝒂 =
𝒅𝟐𝒛

𝒅𝒕𝟐
= 𝒊 [

𝒅𝒓

𝒅𝒕
+ 𝒊𝒓

𝒅𝜽

𝒅𝒕
] 𝒆𝒊𝜽

𝒅𝜽

𝒅𝒕
+ [

𝒅𝟐𝒓

𝒅𝒕𝟐
+ 𝒊𝒓

𝒅𝟐𝜽

𝒅𝒕𝟐
+ 𝒊

𝒅𝒓

𝒅𝒕
∙

𝒅𝜽

𝒅𝒕
] 𝒆𝒊𝜽 = 

[
𝒅𝟐𝒓

𝒅𝒕𝟐
− 𝒓 (

𝒅𝜽

𝒅𝒕
)

𝟐

+ 𝟐𝒊
𝒅𝜽

𝒅𝒕

𝒅𝒓

𝒅𝒕
+ 𝒊𝒓

𝒅𝟐𝜽

𝒅𝒕𝟐
] 𝒆𝒊𝜽 

(2) 

 

Ahora la rapidez, es decir, la magnitud de la velocidad está dada por: 

|𝒗| = √
𝒅𝒓𝟐

𝒅𝒕
+ 𝒓

𝒅𝜽𝟐

𝒅𝒕
 

(3) 

Puesto que |𝑒𝑖𝜃| = 1 

Observaciones [1]: 

1. En análisis vectorial, se tiene que si 𝒆𝟏 y 𝒆𝟐 representan los vectores unitarios ortogonales en los sentidos 

positivos de los ejes x e y, es posible escribir la fórmula 𝒛 = 𝒓𝒆𝒊𝜽 como 𝒛 = 𝒓 𝐜𝐨𝐬 𝜽 𝒆𝟏 + 𝒓 𝐬𝐢𝐧 𝜽 𝒆𝟐. Al 

derivar se obtienen fórmulas equivalentes a las ecuaciones (1) y (2), aunque más complicadas. A medida 

que la ciencia se desarrolla, ingenieros, físicos y matemáticos aprenden que muchos problemas se 

simplifican usando exponenciales complejas.  

2. Los números complejos siguen las mismas leyes que las cantidades vectoriales encontradas en mecánica 

y física. Esta es una razón para pensar que los números complejos no son solo generalizaciones formales, 

se usan para representar magnitudes físicas reales. Esto es importante en la solución de problemas de 

física-matemática. 

Con el esquema anterior, se tienen las condiciones para plantear y resolver el problema de las orbitas de satélites 

artificiales, esto es, determinar su ecuación diferencial en forma compleja. 

 

II. ECUACIÓN DE ORBITAS DE SATÉLITES EN FORMA COMPLEJA [2], [5], [7] 
 

Supóngase que 𝒛 = 𝒛(𝒕), 𝒛̇ =
𝒅𝒛

𝒅𝒕
, 𝒛̈ =

𝒅𝟐𝒛

𝒅𝒕𝟐 son el desplazamiento, la velocidad y la aceleración 

respectivamente, de un satélite cuya masa es m, con relación a un cuerpo que tiene una masa M, localizada en 

el origen. Además, las fuerzas que actúan sobre el satélite son la de atracción gravitacional de Newton y la 

fuerza central del inverso cuadrado. La primera: 

𝑭 = 𝑮
𝑴𝒎

𝒓𝟐
 

(4) 

 

que informa sobre la atracción entre dos cuerpos de masas M y m. La segunda: 

𝑬 = −
𝒌𝒎

𝒓𝟐
 

(5) 
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que informa la atracción del origen, al satélite. Esta fuerza produce orbitas cerradas y estables. En ambos casos 

se refiere a fuerzas conservativas, es decir, no dependen del tiempo y su rotacional es nulo. 

En las ecuaciones anteriores se tiene que, r es la distancia que separa a sus centros, k es una constante y G es la 

constante de gravitación universal. La fuerza tiene una magnitud 𝒌𝒎𝒓−𝟐 = 𝑮𝑴𝒎𝒓−𝟐. Cuando r es el radio R 

de la tierra, la magnitud de la fuerza es el peso mg del satélite, así que 𝒎𝒈 = 𝒌
𝒎

𝑹𝟐  y  𝒌 = 𝒈𝑹𝟐, siendo g la 

aceleración de la gravedad.  

Usando la segunda ley de Newton (𝑭 = 𝒎𝒂) se tiene que la aceleración es: 

𝒅𝟐𝒛

𝒅𝒕𝟐
= −𝒌𝒓−𝟐𝒆𝒊𝜽 

(6) 

 

Con esta última y la ecuación (2) se llega a:  

𝒅𝟐𝒛

𝒅𝒕𝟐
+ 𝟐𝒊

𝒅𝒓

𝒅𝒕

𝒅𝜽

𝒅𝒕
− 𝒓 (

𝒅𝜽

𝒅𝒕
)

𝟐

+ 𝒊𝒓
𝒅𝟐𝜽

𝒅𝒕𝟐
= −𝒌𝒓−𝟐 

(7) 

 

Es la ecuación diferencial de movimiento del satélite.  

Se puede obtener información de ella, para lo que se pueden igualar las partes correspondientes, obsérvese 

detenidamente:   

𝒅𝟐𝒓

𝒅𝒕𝟐
− 𝒓 (

𝒅𝜽

𝒅𝒕
)

𝟐

= −𝒌𝒓−𝟐 

 

𝟐
𝒅𝜽

𝒅𝒕
∙

𝒅𝒓

𝒅𝒕
+ 𝒓

𝒅𝟐𝜽

𝒅𝒕𝟐
= 𝟎 

Multiplicando la segunda ecuación por r, se tiene: 

𝒅

𝒅𝒕
(𝒓𝟐

𝒅𝜽

𝒅𝒕
) = 𝒓𝟐

𝒅𝟐𝜽

𝒅𝒕𝟐
+ 𝟐𝒓

𝒅𝒓

𝒅𝒕
∙

𝒅𝜽

𝒅𝒕
 

(8) 

 

Por lo que para alguna constante real  𝒄𝟏 

𝒓𝟐
𝒅𝜽

𝒅𝒕
= 𝒄𝟏 

(9) 

 

Esta es un enunciado analítico que corresponde a una de las leyes de Kepler (1571-1630), donde se afirma que 

un satélite se mueve siguiendo una órbita tal que, el vector que va desde el cuerpo central hasta el satélite barre 

regiones de áreas iguales en intervalos iguales de tiempo. En efecto, véase la Figura 1: 

 



  
El movimiento sublunar 

 

Mario Antonio Ramirez Flores  

Manuel Galileo Santos Caballero 

  

 

 
 

Científica, vol. 26, núm. 2, pp. 01-11, julio-diciembre 2022, ISSN 2594-2921, Instituto Politécnico Nacional MÉXICO 

DOI: https://doi.org/10.46842/ipn.cien.v26n2a04 

 

5 

 
 

Fig. 1. Barridos de áreas en intervalos iguales. 

 

 

El área del sector circular es 𝒅𝒔 =
𝟏

𝟐
𝒓𝟐𝒅𝜽, esto es: 

𝒅𝒔

𝒅𝒕
=

𝟏

𝟐
𝒓𝟐

𝒅𝜽

𝒅𝒕
 

(10) 

 

Ahora comparando con la ecuación (7) se ve que el cambio en el área  
𝒅𝒔

𝒅𝒕
  es una constante y de ahí el resultado. 

Observación. 

𝒅𝒔

𝒅𝒕
=

𝟏

𝟐
𝒓𝟐

𝒅𝜽

𝒅𝒕
=

𝟏

𝟐
𝒄𝟏 =

𝒄𝟏

𝟐
 

Se conoce como velocidad areolar, y se entiende como el área recorrida por unidad de tiempo de manera 

constante. 

Considérese el caso en el que 𝒄𝟏 > 𝟎, significa que el satélite gira en sentido positivo; usando la ecuación (7) 

para cancelar la variable r de la ecuación (4) de donde: 

𝒓−𝟐 =
𝟏

𝒄𝟏

𝒅𝜽

𝒅𝒕
, 

Que sustituida en 

𝒅𝟐𝒛

𝒅𝒕𝟐
= −𝒌𝒓−𝟐𝒆𝒊𝜽 

Se llega a:  

𝒅𝟐𝒛

𝒅𝒕𝟐
= −𝒌

𝟏

𝒄𝟏

𝒅𝜽

𝒅𝒕
𝒆𝒊𝜽 = −

𝒌

𝒄𝟏

𝒆𝒊𝜽
𝒅𝜽

𝒅𝒕
 

Es decir;  

𝒅𝟐𝒛

𝒅𝒕𝟐
= −

𝒌

𝒄𝟏

𝒆𝒊𝜽
𝒅𝜽

𝒅𝒕
 

(11) 

                                         
Que, por integración conduce a: 

𝒅𝒛

𝒅𝒕
=

𝒊𝒌

𝒄𝟏

𝒆𝒊𝜽 + 𝒊𝒄𝟐𝒆𝒊𝜽𝟎 
(12) 
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Donde 𝒄𝟐 y 𝜽𝟎 son constantes reales y 𝒄𝟐 ≥ 𝟎. Existen varias maneras de combinar las fórmulas anteriores y 

obtener otras. Por ejemplo, se pueden igualar los segundos miembros de (1) y (9) multiplicando el resultado por 

𝒆−𝒊𝜽, y obtener: 

𝒅𝒓

𝒅𝒕
+ 𝒊𝒓 

𝒅𝜽

𝒅𝒕
=

𝒊𝒌

𝒄𝟏

+ 𝒊𝒄𝟐𝒆−𝒊(𝜽−𝜽𝟎) 

Es decir  

𝒅𝒓

𝒅𝒕
+ 𝒊𝒓

𝒅𝜽

𝒅𝒕
=

𝒊𝒌

𝒄𝟏

+ 𝒊𝒄𝟐 𝐜𝐨𝐬(𝜽 − 𝜽𝟎) + 𝒄𝟐 𝐬𝐢𝐧(𝜽 − 𝜽𝟎) 
(13) 

 

Igualando las partes correspondientes se llega a las dos ecuaciones: 

𝒅𝒓

𝒅𝒕
= 𝒄𝟐 𝐬𝐢𝐧(𝜽 − 𝜽𝟎) 

(14) 

 

𝒓
𝒅𝜽

𝒅𝒕
=

𝒌

𝒄𝟏

+ 𝒄𝟐(𝜽 − 𝜽𝟎) 
(15) 

 

Multiplicando (12) por r y recordando que  𝒓𝟐 𝒅𝜽

𝒅𝒕
= 𝒄𝟏, se tiene:  

𝒄𝟏 = 𝒓 [
𝒌

𝒄𝟏

+ 𝒄𝟐 𝐜𝐨𝐬(𝜽 − 𝜽𝟎)] 

Despejando a r: 

𝒓 =
𝒄𝟏

𝒌
𝒄𝟏

+ 𝒄𝟐 𝐜𝐨𝐬(𝜽 − 𝜽𝟎)
=

𝒄𝟏
𝟐

𝒌 + 𝒄𝟏𝒄𝟐 𝐜𝐨𝐬(𝜽 − 𝜽𝟎)
 

(16) 

 

Según la velocidad y la posición del satélite en un instante particular, por ejemplo 𝒕 = 𝟎, la órbita del satélite 

es toda o parte de la gráfica de esta ecuación ordinaria en coordenadas polares. Supóngase para simplificar que 

los ejes están orientados en tal forma que 𝜽𝟎 = 𝟎. Se puede escribir esta ecuación en la forma: 

𝒓 =
𝑨

𝟏 + 𝑬 𝐜𝐨𝐬 𝜽
 

(17) 

                         

Donde 𝑨 =
𝒄𝟏

𝟐

𝒌
> 𝟎 y 𝑬 =

𝒄𝟏𝒄𝟐

𝒌
≥ 𝟎.   

Cuando 𝑬 = 𝟎, la órbita es una circunferencia. En efecto, de la ecuación (17) se tiene que 𝒓 = 𝑨, es decir,  𝒙𝟐 +

𝒚𝟐 = 𝑨𝟐. 

Cuando 𝑬 > 𝟎, la gráfica de (17) es aquella en la que los puntos P (véase Figura 2), con coordenadas 

rectangulares 𝒙, 𝒚, y coordenadas polares 𝜽, 𝒓  tales que 𝒙 <
𝑨

𝑬
 y 𝑶𝑷 = 𝑬 ∙ 𝑷𝑫, donde 𝑶𝑷 es la distancia r desde 

el origen a 𝑷 y 𝑷𝑫 es la distancia 
𝑨

𝑬
− 𝒓 𝐜𝐨𝐬 𝜽, de 𝑷 a la recta  
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𝒙 =
𝑨

𝑬
. Así pues, cuando 𝑬 > 𝟎, la gráfica de (17) es una cónica de excentricidad 𝑬, estando uno de los focos 

en el origen y la línea recta 𝒙 =
𝑨

𝑬
 como directriz. 

 

 
Fig. 2. Crónica de excentricidad. 

 

 

La cónica es una elipse si 𝟎 < 𝑬 < 𝟏; una parábola cuando 𝑬 = 𝟏 y una rama de la hipérbola cuando 𝑬 > 𝟏. 

 

Algunas de las fórmulas citadas son útiles para diversos propósitos. Por ejemplo, si se conocen los valores 

numéricos de las constantes 𝒄𝟏, 𝒄𝟐 y 𝜽𝟎 en (10) y (14), y si además se saben los valores de 𝜽 y 𝒓 para cierto 

tiempo 𝒕𝟎, entonces usando computadoras se pueden emplear (10) y (14) para encontrar aproximaciones 

numéricas de 𝜽 y 𝒓 en tiempos posteriores. Se requieren de estos métodos, porque, excepto, en los casos en que 

las órbitas son una circunferencia o una parábola, 𝜽 y 𝒓 no son funciones elementales de 𝒕. 

  

III. LEYES DE KEPLER EN FORMA COMPLEJA [2], [6], [8] 
 

Un poco de historia. Antes de la época de Newton, Kepler descubrió sus famosas leyes valiéndose para ello de 

notables observaciones de los planetas (satélites del sol), que habían sido hechas por Tycho Brahe (1546-1601).  

 

Leyes de Kepler 

 

La primera Ley de Kepler dice: 

“Las órbitas de los planetas son elipses con el sol, en uno de sus focos”.  

 

La segunda Ley de Kepler dice: 

“Los cuadrados de los periodos son proporcionales a los cubos de las distancias medias”. 

 

Así, Newton conocía las fórmulas: 

 

𝒓 =
𝑨

𝟏 + 𝑬 𝐜𝐨𝐬 𝜽
, 𝒓𝟐

𝒅𝜽

𝒅𝒕
= 𝒄𝟏 

(18) 

 
A partir de ellas, Newton dedujo la ley de los inversos cuadrados que describe las fuerzas que ejerce el sol sobre 

sus satélites. El resultado condujo al nacimiento de su Ley de la Gravitación Universal. 
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La tarea es indagar como Newton pudo extraer información a partir de la ecuación (18) en caso de que hubiera 

tenido conocimiento de exponenciales complejas. Sea 𝒛 = 𝒓𝒆𝒊𝜽, 𝒛 también se puede expresar así, 𝒛 =
𝑨𝒆𝒊𝜽

𝟏+𝑬 𝐜𝐨𝐬 𝜽
 

y como 𝒆𝒊𝜽 = 𝐜𝐨𝐬 𝜽 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝜽, se tiene que:  

 

𝒛 = 𝑨
𝐜𝐨𝐬 𝜽 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝜽

𝟏 + 𝑬 𝐜𝐨𝐬 𝜽
 

(19) 

 

Derivando respecto a 𝒕: 

𝒅𝒛

𝒅𝒕
= 𝑨

(𝟏 + 𝑬 𝐜𝐨𝐬 𝜽) (− 𝐬𝐢𝐧 𝜽 + 𝒊 𝐜𝐨𝐬 𝜽) − (𝐜𝐨𝐬 𝜽 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝜽)(−𝑬 𝐬𝐢𝐧 𝜽)

(𝟏 + 𝑬 𝐜𝐨𝐬 𝜽)𝟐

𝒅𝜽

𝒅𝒕
= 

𝑨
𝒊 (𝐜𝐨𝐬 𝜽 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝜽 + 𝑬)

(𝟏 + 𝑬 𝐜𝐨𝐬 𝜽)𝟐
 
𝒅𝜽

𝒅𝒕
 

 

Pero se sabe que 𝒓𝟐 𝒅𝜽

𝒅𝒕
= 𝒄𝟏;  𝒓𝟐 =

𝑪𝟏
𝒅𝜽

𝒅𝒕

,  también  𝒓𝟐 =
𝑨𝟐

(𝟏+𝑬 𝐜𝐨𝐬 𝜽)𝟐 ; por tanto: 

𝒅𝒛

𝒅𝒕
= [𝑨𝒊

𝒆𝒊𝜽

(𝟏 + 𝑬 𝐜𝐨𝐬 𝜽)𝟐
+

𝑨𝑬𝒊

(𝟏 + 𝑬 𝐜𝐨𝐬 𝜽)𝟐
]

𝒅𝜽

𝒅𝒕
= [

𝒊𝒆𝒊𝜽

𝑨
∙

𝑨𝟐

(𝟏 + 𝑬 𝐜𝐨𝐬 𝜽)𝟐
+

𝑬𝒊

𝑨
∙

𝑨𝟐

(𝟏 + 𝑬 𝐜𝐨𝐬 𝜽)𝟐
]

𝒅𝜽

𝒅𝒕
 

𝒅𝒛

𝒅𝒕
= [

𝒊𝒆𝒊𝜽

𝑨
𝒓𝟐 +

𝑬𝒊

𝑨
𝒓𝟐] 

𝒅𝜽

𝒅𝒕
= (

𝒊𝒆𝒊𝜽

𝑨
+

𝑬𝒊

𝑨
) 𝒓𝟐

𝒅𝜽

𝒅𝒕
 

 

Es decir: 

𝒗 = 𝒛̇ =
𝒅𝒛

𝒅𝒕
= (

𝒊𝒆𝒊𝜽

𝑨
+

𝑬𝒊

𝑨
) 𝒄𝟏 

(20) 

 

Volviendo a derivar respecto a 𝒕, se llega: 

𝒂 = 𝒛̈ =
𝒅𝟐𝒛

𝒅𝒕𝟐
= −

𝒆𝒊𝜽

𝑨
𝒄𝟏

𝒅𝜽

𝒅𝒕
= −

𝒄𝟏

𝑨
∙

𝒄𝟏

𝒓𝟐
𝒆𝒊𝜽 = −

𝑪𝟏
𝟐

𝑨
∙

𝟏

𝒓𝟐
𝒆𝒊𝜽 

(21) 

 

Se puede entender de esta ecuación, que el satélite se acelera hacia el origen y su magnitud es inversamente 

proporcional al cuadrado de la distancia del origen al satélite. Se dice que Newton retrasó su publicación de su 

teoría de atracción (o de la gravitación) 20 años en vista de que no le satisfizo completamente, hasta que fue 

capaz de demostrar el hecho siguiente: 

Dos esferas radialmente homogéneas en el sentido de que las densidades en ellas dependen solamente de las 

distancias a sus centros, se atraen como si sus masas totales estuvieran agrupadas en sus centros. 
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Usando  𝒌 = 𝒈𝑹𝟐, 𝒓𝟐 𝒅𝜽

𝒅𝒕
= 𝒄𝟏,

𝒅𝒓

𝒅𝒕
= 𝒄𝟐 𝐬𝐢𝐧(𝜽 − 𝜽𝟎) y 𝒓

𝒅𝜽

𝒅𝒕
=

𝒌

𝒄𝟏
+ 𝒄𝟐𝒄𝒐𝒔 (𝜽 − 𝜽𝟎); se pueden determinar 𝑪𝟏,

𝑪𝟐, 𝑦 𝜽𝟐 en el instante 𝒕 = 𝟎, con 𝜽𝟎 = 𝟎, 𝒓 = 𝒓𝟎,
𝒅𝜽

𝒅𝒕
= 𝝎𝟎 y  

𝒅𝒓

𝒅𝒕
= 𝛀𝟎. 

 

En efecto 𝒓𝟎
𝟐𝝎𝟎 = 𝒄𝟏, 𝛀𝟎 = 𝒄𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝜽 y 𝒓𝟎𝝎𝟎 =

𝒈𝑹𝟐

𝒓𝟎
𝟐𝝎𝟎

+ 𝒄𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝜽 , 𝒓𝟎𝝎𝟎 −
𝒈𝑹𝟐

𝒓𝟎
𝟐𝝎𝟎

= 𝒄𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝜽 ; 𝛀𝟎
𝟐 +

(𝒓𝟎𝝎𝟎 −
𝒈𝑹𝟐

𝒓𝟎
𝟐𝝎𝟎

)𝟐 = 𝒄𝟐
𝟐, por tanto:  

𝒄𝟏 = 𝒓𝟎
𝟐𝝎𝟎 

𝒄𝟐 = √𝜴𝟎
𝟐 + (𝒓𝟎𝝎𝟎 −

𝒈𝑹𝟐

𝒓𝟎
𝟐𝝎𝟎

)𝟐 

 

Y en el caso de que  𝒄𝟐 ≠ 𝟎, 𝜽𝟎  se determina a partir de las fórmulas: 

𝐬𝐢𝐧 𝜽𝟎 = −
𝛀𝟎

𝒄𝟐
     𝐜𝐨𝐬 𝜽𝟎 =

𝒓𝟎𝝎𝟎−
𝒈𝑹𝟐

𝒓𝟎
𝟐𝝎𝟎

𝒄𝟐
 

 

En caso de que 𝒄𝟐 = 𝟎, la órbita es una circunferencia, y 𝜽𝟎 es no sólo inaplicable sino también indeterminado. 

La órbita será una circunferencia, si y solo si 𝛀𝟎 = 𝟎 y 𝒓𝟎
𝟑𝝎𝟎

𝟐 = 𝒈𝑹𝟐. 

Caso particular. 

 

Encontrar el tiempo en minutos necesarios para que un satélite complete un circuito cerrado siguiendo una 

órbita circular (o casi circular) de 480 km por encima de la superficie de la tierra.  

 

Solución. Se sabe que 𝒓𝟎
𝟑𝝎𝟎

𝟐 = 𝒈𝑹𝟐, despejando a 𝝎𝟎: 

 

𝝎𝟎 = √
𝒈𝑹𝟐

𝒓𝟎
𝟑

=
𝑹

𝒓𝟎
√

𝒈

𝒓𝟎

 

(22) 

 

Tomando 𝒈 = 𝟗. 𝟖𝟏
𝒎

𝒔𝒆𝒈𝟐 , 𝑹 = 𝟔𝟒 × 𝟏𝟎𝟓𝒎 y 𝒓𝟎 = 𝟔𝟖𝟖 × 𝟏𝟎𝟒𝒎, se tiene 𝝎𝟎 = 𝟏. 𝟏 × 𝟏𝟎−𝟑 lo que  equivale 

a 𝟗𝟏𝟎
𝒓𝒂𝒅

𝒔𝒆𝒈
, o sea 𝟓𝟕𝟎𝟎

𝒓𝒆𝒗

𝒔𝒆𝒈
𝒄𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒕𝒂, a lo que es lo mismo: 𝟗𝟓

𝒓𝒆𝒗

𝒎𝒊𝒏
. El primer satélite lanzado por el hombre, 

en 1957, el Sputnik soviético, completó un circuito de su órbita elíptica, casi circular en 96 minutos. 

 

IV. TERCERA LEY DE KEPLER EN FORMA COMPLEJA [4], [6], [8] 
 

Ahora la propuesta es deducir la tercera ley de Kepler, que proporciona el periodo 𝑻 de un satélite cuya órbita 

es una elipse. Supóngase que 𝟎 < 𝒄𝟏 𝒄𝟐 < 𝒌 y que el sistema coordenado se encuentra orientado de tal forma 

que 𝜃0 = 0, para deducir que en efecto se trata de una elipse. 

Usando la ecuación (16): 

𝒓 =
𝒄𝟏

𝟐

𝒌 + 𝒄𝟏𝒄𝟐 𝐜𝐨𝐬(𝜽 − 𝜽𝟎)

=
𝒄𝟏

𝟐

𝒌 + 𝒄𝟏𝒄𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝜽
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la ecuación se encuentra en coordenadas polares 𝒓 = √𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 y 𝐜𝐨𝐬 𝜽 =
𝒙

√𝒙𝟐+𝒚𝟐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, al sustituir:  

√𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 =
𝒄𝟏

𝟐

𝒌 + 𝒄𝟏𝒄𝟐
𝒙

√𝒙𝟐 + 𝒚𝟐

 

De aquí que 𝒌√𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝒄𝟏(𝒄𝟏 − 𝒄𝟐𝒙), mediante algunos pasos algebraicos: 

𝒌𝟐 − 𝒄𝟏
𝟐𝒄𝟐

𝟐

𝒄𝟏
𝟐

[𝒙𝟐 +
𝟐𝒄𝟏

𝟑𝒙𝒄𝟐

𝒌𝟐 − 𝒄𝟏
𝟐𝒄𝟐

𝟐
+

𝒄𝟏
𝟔𝒄𝟐

𝟐

(𝒌𝟐 − 𝒄𝟏
𝟐𝒄𝟐

𝟐)𝟐
] +

𝒌𝒚𝟐

𝒄𝟏
𝟐

= 𝒄𝟏
𝟐 +

𝒄𝟏
𝟒 + 𝒄𝟐

𝟐

𝒌𝟐 − 𝒄𝟏
𝟐𝒄𝟐

𝟐
 

Es decir: 

𝒌𝟐 − 𝒄𝟏
𝟐𝒄𝟐

𝟐

𝒄𝟏
𝟐

[𝒙 +
𝒄𝟏

𝟑𝒄𝟐

𝒌 − 𝒄𝟏
𝟐𝒄𝟐

𝟐
]

𝟐

+
𝒌𝟐𝒚𝟐

𝒄𝟏
𝟐

=
𝒄𝟏

𝟐𝒌𝟐

𝒌 − 𝒄𝟏
𝟐𝒄𝟐

𝟐
 

Que se reduce a: 

(𝒙 + 𝒉)𝟐

𝒄𝟏
𝟒𝒌𝟐

(𝒌𝟐 − (𝒄𝟏
𝟐𝒄𝟐

𝟐))𝟐

+
𝒚𝟐

𝒄𝟏
𝟒𝒌𝟐

𝒌𝟐(𝒌𝟐 − 𝒄𝟏
𝟐𝒄𝟐

𝟐)

= 𝟏 

Donde 𝒉 =
𝒄𝟏

𝟑𝒄𝟐

𝒌−𝒄𝟏
𝟐𝒄𝟐

𝟐, tomando 𝒂𝟐 =
𝒄𝟏

𝟒𝒌𝟐

(𝒌𝟐−(𝒄𝟏
𝟐𝒄𝟐

𝟐))𝟐 y 𝒃𝟐 =
𝒄𝟏

𝟒𝒌𝟐

𝒌𝟐(𝒌𝟐−𝒄𝟏
𝟐𝒄𝟐

𝟐)
 la ecuación se reduce sencillamente a 

(𝒙 + 𝒉)𝟐

𝒂𝟐
+

𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏 

(23) 

 

Que corresponde a la ecuación de una elipse. Ahora 

𝒃

𝒂
= √

𝒄𝟏
𝟒𝒌𝟐

𝒌𝟐(𝒌𝟐 − 𝒄𝟏
𝟐𝒄𝟐

𝟐)

𝒄𝟏
𝟒𝒌𝟐

(𝒌𝟐 − (𝒄𝟏
𝟐𝒄𝟐

𝟐))𝟐

= √𝟏 −
𝒄𝟏

𝟐𝒄𝟐
𝟐

𝒌𝟐
 

 

Como se ha supuesto que 𝟎 < 𝒄𝟏 𝒄𝟐 < 𝒌, significa que 𝟎 < 𝒃 < 𝒂, así pues 𝒂 es la longitud del semieje mayor, 

en tanto que 𝑏 es la longitud del semieje menor. 

 

Por último, la Tercera Ley de Kepler. Se sabe que el área de una elipse es 𝜋𝑎𝑏; así pues: 

 

𝑨 = 𝝅𝒂𝒃 = 𝝅
𝒄𝟏

𝟐𝒌

𝒌 − 𝒄𝟏
𝟐𝒄𝟐

𝟐
∙

𝒄𝟏
𝟐𝒌

𝒌√𝒌𝟐 − 𝒄𝟏
𝟐𝒄𝟐

𝟐
= 𝝅

𝒄𝟏
𝟒𝒌

(𝒌𝟐 − 𝒄𝟏
𝟐𝒄𝟐)

𝟑
𝟐

 
(24) 
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Como el radio vector del origen al satélite barre un área a velocidad constante 

 

𝑪𝟏

𝟐
   (𝑟𝑒𝑐𝑢𝑒𝑟𝑑𝑒𝑠𝑒: 𝒓𝟐

𝒅𝜽

𝒅𝒕
= 𝒄𝟏 𝒚 

𝒅𝒔

𝒅𝒕
=

𝒄𝟏

𝟐
) 

 

El número 𝑻 es unidades de tiempo que emplea el satélite para completar una revolución de la órbita elíptica 

deberá ser 𝑻 =
𝟐𝑨

𝒄𝟏
; así pues: 

𝑻 =
𝟐𝝅

𝒄𝟏

∙
𝒄𝟏

𝟒𝒌

(𝒌𝟐 − 𝒄𝟏
𝟐𝒄𝟐

𝟐)
𝟑
𝟐

=
𝟐𝝅

𝒌
𝟏
𝟐

∙
𝒄𝟏

𝟑𝒌
𝟑
𝟐

(𝒌𝟐 − 𝒄𝟏
𝟐𝒄𝟐)

𝟑
𝟐

=
𝟐𝝅

𝒌
𝟏
𝟐

(
𝒄𝟏

𝟐𝒌

𝒌𝟐 − 𝒄𝟏
𝟐𝒄𝟐

𝟐
)

𝟑
𝟐

=
𝟐𝝅

𝒌
𝟏
𝟐

𝒂
𝟑
𝟐 

Finalmente se llega al resultado deseado:  

𝑻𝟐 =
𝟒𝝅𝟐

𝒌
𝒂𝟑 

(25) 

 

La constante 𝒌 sólo depende de la masa del cuerpo y de las unidades empleadas. 

 

 

V. CONCLUSIONES 

 
1. Este enfoque en el análisis representa un reto interesante en la comunidad estudiantil de nivel superior, 

pues es clara la aplicación de la variable compleja, como otra forma de solución de problemas.  

2. Se expresaron algunas ecuaciones históricamente conocidas en mecánica en una forma distinta, a 

través de la variable compleja; para lograrlo hubo necesidad de recurrir a esta área de la matemática 

poco usada en este tipo de problemas, sin embargo, la belleza y potencia del método simplifica las 

expresiones y facilita su cálculo.  

3. La introducción de funciones complejas es conveniente cuando se integran funciones, se resuelven 

ecuaciones diferenciales y otras. Como se observó, la notación compleja es conveniente en la 

formulación matemática de proposiciones físicas, por ejemplo, lo aquí expuesto, de ingeniería 

eléctrica-electrónica, etc. 

4. La idea de realizar este tipo de cambios para la obtención de otras representaciones sugiere hacer un 

análisis con otros métodos que darán nueva información acerca de la solución a diversos problemas.   
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Pairing simple domestic needs with products' reusability applications 
 
Pareo de necesidades domésticas simples con aplicaciones  

de reutilización de productos 
 

 

Resumen 

 

El largo y complejo proceso de degradación de los polímeros sintéticos presenta grandes desafíos ecológicos 

en todo el planeta. Podemos ver impactos directos día a día en la acumulación excesiva de plásticos que muchas 

veces terminan en su incineración, lo que a su vez contribuye a la contaminación y deterioro del medio ambiente. 

Aunque varios gobiernos alrededor del mundo han venido desarrollando programas que promueven alternativas 

a la reducción de residuos a través del reciclaje, la realidad es que estos programas muchas veces no son 

efectivos ya que no son acordes a las necesidades y accesibilidad de los consumidores. Una alternativa que 

puede estar más al alcance de los individuos es la de reutilización de productos.  

Es posible reutilizar una amplia variedad de productos hechos con materiales como vidrio, papel, plástico, y 

metales entre otros. Para promover la reutilización, este manuscrito presenta una tríada de ideas para reutilizar 

varios productos con el fin de abordar problemas simples reales tales como mitigar las altas temperaturas en 

interiores, iluminar estéticamente jardines y pasillos en una casa, o bien dar soporte físico a macetas o sillas.  

 

Palabras clave: reutilización de productos, bajo costo. 

 

 

Abstract 

 

The long and complex process of degradation of synthetic polymers presents important ecological challenges 

throughout the planet. We can see direct impacts in the excessive accumulation of plastics that often end up in 

their incineration, which in turn contributes to pollution and the deterioration of the environment. Although 

several governments worldwide have been developing programs that promote alternatives to waste reduction 

through recycling, the reality is that these programs are often ineffective since they are not consistent with the 

needs and accessibility of consumers. Product reutilization could be a more plausible alternative for individuals.  

A wide variety of products made out of glass, paper, plastic, and metals can be used domestically. To promote 

reutilization, this manuscript presents a triad of ideas to give creative and functional use to reutilized products 

by using them to approach real problems like mitigating high indoor temperatures and providing aesthetic 

solutions for gardening and home decoration, among others.  

 

Index terms: product reutilization, low-cost domestic reutilization. 
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I. INTRODUCTION 

 

 

According to the United Nations Organization, by 2050, more plastic per volume will be in the oceans than fish 

[1]. This is not surprising since, for instance, it is estimated that a million plastic bottles are sold every minute 

in the world [2]. Currently, most plastic production is destined for food packaging and the manufacturing 

industry, which in turn means that 42% of plastic is "single-use plastics". These plastics, in most cases, are 

discarded in landfills for incineration or in bodies of water. They can take hundreds of years to decompose 

while accumulating the already known harmful and ecological hazards. The challenges in managing single-use 

plastics waste are recognized in [3] and are generalizable to all domestic garbage [4]. 

 

The reality is that waste has a  direct relationship with all human activity. Therefore, although it is important to 

think of great engineering and societal solution, it is critical to generate and redesign a new and complete life 

cycle for materials such as plastic and glass (for example) so that these can cover new needs in the short and 

long term in a manner that is convenient to everyone. The concept of circular economy embodies these 

objectives [5], [6] and recognizes the multifaceted effort it requires [7], [8] along with its limitations [9], [10], 

[11] and challenges [12].  

 

Since households are inherently part of the waste generation problem, it has been proposed that they can 

also be part of the solution [13]. This work describes and reproduces a series of simple ideas in product 

reutilization aimed at repurposing plastics, glass, and cables to solve domestic problems. The intention is 

to demonstrate the feasibility of reutilization in typical households according to three driving forces 

recognized along the life cycle of a product: demand, economic incentive, and convenience.  

 

Figure 1 shows a model proposed here to explain the motivations and responsibilities in the life cycle of a 

product from its conceptualization to its disposal. It is shown that for a product to exist, there must be an unmet 

need in society -demand-. From this need, it is usually the engineering task to translate it into a concatenation 

of manufacturing elements to cover it. This implies translating the condition into the requirements of an 

engineering design. Subsequently, engineering will take this design through the development, prototyping, and 

production scale-up phases to manufacture the resulting product in quantities appropriate to meet demand. This 

step is practically tied to the generating need and the ability to specify a solution on an adequate scale to deliver 

it to the consumers through a supply chain. Once the consumer purchases this product, it is not unrealistic to 

say that engineering ignores everything that happens afterward. This part of the process will repeat itself 

whenever there is an economic profit in satisfying a need and will stop when the opposite occurs. 

 

The consumer buys the product for the convenience of having a solution to the need if it is at a good price. Two 

additional essential forces join demand at this point: convenience -proximity, packaging- and economy -cost 

and status-. These forces will determine how long and in what quantity a product is used and ultimately play a 

final role in its disposal. Consumers will look for a convenient and cheap way to dispose of the product and 

generally do not have a sense of responsibility beyond this point.  
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Fig. 1. A descriptive model of the motivations and responsibilities in the life cycle of a product. 

 

When a product is discarded, we have great opportunities to recirculate its materials, components, and even 

packaging. However, the forces that moved the product are no longer there. There is no more economic profit, 

no convenience in making an additional effort to recirculate, and no demand. At this point, no one is also 

interested in taking responsibility for that product. Every product ends up, then, in waste. A subset of the three 

forces (demand, economy, and convenience) must be present in a product's "post-disposal" phase to recirculate 

products and materials. Historically, society and their governments place a lot of responsibility and blame on 

the consumer for generating waste, but engineering practitioners and companies need to take more 

responsibility for the recirculation of the products and materials they design. On the other hand, each 

government must also plan the recirculation of products and materials to be convenient and economically 

feasible. 

II. REUTILIZATION PROJECTS 

 

 

Project 1. Testing and Improving the Performance of an Invention from Asia: the Eco-Cooler 

 

With global warming, temperatures are rising, and people are severely affected. This is especially true for those 

without access to commodities to mitigate the heat. With this in mind, a low-cost air conditioning artifact (called 

the Eco-Cooler) was invented in Asia [14]. It was created with reutilized materials to decrease the overall 

temperature in closed rooms.  This work attempted first to replicate this device and its function, then probe the 

temperature change using the Eco-Cooler, and finally improve its cooling effect by trying out different 

prototypes with varied materials and dimensions.   

 

Having a general idea of how the Eco-Cooler is built, it was decided that three initial prototypes would be 

assembled using three bottle types: water bottles, soda bottles, and wine bottles. Varying in diameter and 
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material, our goal was to see if and how the difference between bottles affected temperature drop. A poster 

board was used as a platform to place the bottles. Fig. 1 shows the materials and tools used to construct the Eco 

Coolers. 

 

 

Fig. 2. Materials and tools used to build the Eco Coolers. 

 

Assembly Process for the Eco Cooler 

The bottles in the coolers should all be placed on the board at the same distance. Here, the separation distance 

constraint comes from the soda bottles since they are the largest in diameter. All the bottles of the same type 

were cut at the same length to limit added variation. The designated size was 4.72 inches for the soda bottles 

and 4.53 inches for the water bottles. For the exit, the diameters were 2.56 inches for the water bottles and 3.74 

inches for the soda bottles. For the entry opening, the diameters were 2.17 inches – 2.36 inches for the water 

bottles and 3.54 – 3.74 inches for the soda bottles.  

 

A knife and scissors were used to cut the plastic bottles at the desired length. This was quite simple to do since 

plastic is easy to work with it. However, cutting the glass bottles was more time-consuming and required more 

equipment (Fig. 2). Using a glass cutter, an initial indentation was made. Then, heat is applied to the bottle 

along the indentation (Fig. 3). Finally, the bottle is submerged in ice-cold water until it becomes loose, and both 

parts separate (Fig. 3). As the cooler's base, a poster board was used for the plastic bottles and a sturdier foam 

board for the wine bottles. Small incisions in the shape of a 't' were made on the board to facilitate inserting 

each bottle in place.  

 

The larger-diameter soda bottles were used for the first cooler. The bottles were placed next to each other, 

leaving any space in between, forming a 3x3 square (Fig. 4). The distance between the centers of the soda 

bottles was measured and used for the other coolers to keep the same positions fixed (Fig. 4). he installation of 

the Eco Coolers seemed safer with the plastic bottles overall, as can be appreciated in Fig. 5. The decision with 

this first installation experience was to hold the glass bottle Eco Cooler for later for safety purposes.  
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Fig. 3.   Cutting process for glass bottles. 

 

 

 
Fig. 4. Eco Coolers made with soda bottles and with water bottles. 

 

 

 

Fig. 5. Installation of the Eco Coolers seen from inside and outside of the room. 
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Temperature Change 

To measure the effectiveness of the assembly, the designs of the Eco Coolers were placed inside a room with 

access to a window (Fig. 5). Four different settings were established: (1) Closed windows without Eco Cooler, 

(2) Open window without Eco Cooler, (3) Open window with the Eco Cooler with soda bottles, and (4) Open 

Window with the Eco Cooler with water bottles. Four sections in the room were selected for temperature 

measurement for each set, starting with Section 1 near the window and ending with Section 4, far from the 

window (two central points in between were Sections 2 and 3, respectively). For each combination setting 

section, the temperature was measured three times. The resulting temperature values are plotted in Fig. 6. The 

Analysis of Variance (ANOVA) associated with this experiment is shown in Fig. 7. 

 

 

 

 

 

Fig. 6. Temperature measurements from the Eco Cooler experiment. 
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Fig. 7. Statistical modeling and analysis of variance (low p-values in the last column indicate  

significant effects of the sources of variation in the first column). 

 

 

As shown in Fig. 7, lower temperatures seemed apparent when the Eco Cooler made with water bottles was 

used. It is also noticeable that, as expected, different room sections showed different temperature values. An 

ANOVA based on a regression model helped confirm statistically that the temperature measurements varied as 

a function of the type of setting and the section in the room. Because the regression model helped explain 

82.54% of the total variation in temperature values -a fidelity that can be corroborated in the 3D plots in Fig. 7, 

it is possible to conclude that the lowest temperatures were achieved using the Eco Cooler built using water 

bottles. It was somewhat surprising that the Eco Cooler made with soda bottles did not show very different 

results from an open window, so clearly, dimensioning the vents is an important part of the Eco Cooler.  

 

The fact that the results of this experiment favored the use of low-diameter and lightweight plastic water bottles 

discouraged the further testing of glass bottles, as it would require a more involved installation, and the 

possibility of breakage seemed an unnecessary hazard. To this end, the next section follows up on other simple, 

safer ways to reutilize glass bottles.  

 

Project 2. Reutilization of Glass Bottles 

 

Glass is a material ideally poised for recycling and reutilization. According to the Glass Packaging Institute, 

with information from state environmental agencies, the number of recycled glass containers was 3.1 million 

tons in 2018, for a recycling rate of 31.3 percent in the USA [15]. However, in terms of reutilization, it is quite 

common for people to keep already-used glass bottles for decoration purposes. 

In order to have some local statistics available in this project, three businesses in the town of Mayaguez, Puerto 

Rico, were contacted to obtain data about the number of glass bottles they discarded. As shown in Fig. 8, the 

number of discarded bottles increased from Wednesday onwards, while Thursday showed the largest number 
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of discarded units. This is because the population of this college town tends to go out and consume many types 

of drinks during this day, especially in the evening. Most students return to their hometowns on Friday, which 

explains the dip in this day in the graph. Consumption, an important stage of the timeline for a product's life 

(Fig.1), is an issue if post-disposal is not addressed.  

 

 

Figure 8. During a week, a number of discarded glass bottles from three businesses in the town of Mayaguez. 

  

There are many benefits to glass reutilization, such as decreasing the volume of garbage in landfills [16]. On 

the other hand, glass maintains its qualities even if recycled. This work focused on the inherent appealing 

aesthetics of glass and its application to decorating home interiors and exteriors. A sample of possible uses and 

ideas is presented in Table 1. The most frequently required process to support glass reutilization is that of cutting 

the bottles, which was discussed earlier in this manuscript (Fig. 3). Figure 9 illustrates the reproduction of 

concepts to promote glass reutilization in domestic environments [17].  

 

 

TABLE 1.  

IDEA MATRIX 

 

  Function complexity 

Shape Simple Medium High 

Cylinder Plant pot Lamp Column 

Cone Dispenser Spice Rack Feeder 

Ring (circlet) Base Organizer   

Joint Vivarium     
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Fig. 9. Illumination and decoration with segments of glass bottles. 

 

The outdoor and indoor solar lights in Fig. 9 combine the bottom part of a transparent glass bottle -cut at 

different lengths- with inexpensive solar lead bulbs and a plastic base. If put together with other joints, a series 

of bottle segments can be structured into multiple shapes, as shown in the light ornament in the same figure. 

These ideas favor simplicity and safety, as more elaborate structures require a more detailed and careful 

consideration of stability and fitness for use.  

Although it is debatable whether the rate at which glass bottles are consumed in a household can be translated 

efficiently into the simple ideas reproduced in this section, the aim here is to point to a solution for the need to 

light an outdoor hallway or a garden at home. Accumulating waste at home is a common phenomenon that can 

sometimes be subtle, such as keeping a large number of glass bottles or, in other cases, several unused electric 

cables, as described in the following project.  

 

Project 3. Reutilization of cables 

Most people own cables from old devices that are not used anymore. However, it is possible to reutilize them 

for different purposes. This project aims to create a configuration or a combination of cables using special knots 

feasibly and productively. Most of the wires gathered for this project were from phones and gaming console 

chargers. Most chargers contain small amounts of copper and cadmium, but the largest component is the plastic 

coating. Two different designs were reproduced: a potholder and a net to restore the sitting support in a chair. 

Fig. 10 shows the potholder, and Fig. 11 shows the chair support design. 

The potholder assembly used two computer charger cables and a plastic pot. To evaluate the assembly, it was 

necessary to test it with a weight load. At the bottom of the pot, there are two holes through which a Japanese 

Square knot was made [18] (Fig. 10). In addition, to hold the pot, a Barrel Hitch knot was performed [19]. 

Finally, the pot was loaded with stones since it had more weight than soil and plants. In other words, if it resisted 

the weight of the stones, it was ready to contain soil for planting. 
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Fig. 10. Potholder Assembly. 

 

In the second case, an unused chair and cables were used. Several strategies were implemented by trial and 

error to verify which one was the best option to build and whether it was the one that resisted more weight and 

was more comfortable. The knots that met the requirements were the Constrictor and the Ossel Hitch [20] (Fig. 

11). Since the main goal was to create support, a cushion is further recommended to prevent discomfort.  

  

 

Fig. 11. Chair Support Assembly 

 

III. DISCUSSION 

The model illustrated in Fig. 1 poses that, for product and material recirculation to occur, three driving forces 

must be present: (1) economics, (2) convenience, and (3) demand. These three reutilization projects discuss 

ideas where the three driving forces are present at a domestic scale. For example, the demand in the first project 

comes from the need to cool a room in a house. The Eco Cooler can help meet this need, using affordable reused 

products conveniently. As a result, operating expenses are nonexistent, and the initial capital investment is 

small. The second project meets the needs of illumination and decoration in a house by using discarded glass 

bottles. Again, affordability, convenience, and demand make up a modest recirculation loop. Finally, the third 

project uses a simple combination of well-proven knots in the reutilization of cables that meet all three driving 

forces. Importantly, all three projects require modest assembly skills and the basic use of tools that attest to 

their feasibility and convenience. 
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IV. CONCLUSION 

This work focuses on the reutilization of materials in a domestic environment. Three different ideas are 

reproduced here to (i) reutilize plastic water bottles to build an Eco Cooler to help mitigate high indoor 

temperatures, (ii) reutilize glass bottles for illumination, and decorative purposes, and (iii) reutilize spare cables 

to form supporting assemblies for different household items. It is initially posed that for any significant material 

recirculation to happen, the associated activities must be in demand by society, economically attractive, 

convenient, and -if necessary- regulated by government policies. Because the scale of such an endeavor is too 

big and out of reach for the typical individual, it is imperative to motivate the association of simple needs and 

ingenious simple solutions at home to have the chance to make at least a modest contribution to recirculation. 

In future work, a formal quantification of environmental impact is proposed, along with the performance 

optimization of each reproduction in this manuscript.  
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Resumen 

Actualmente el mercado de la manufactura de productos exige la mejora de los materiales con menor costo y una mayor 

calidad. El presente trabajo se realizó en una empresa de giro automotriz en México donde se manufacturan mangueras 

hidráulicas de alta presión, esta empresa busca innovar los materiales para poder competir contra otras marcas. Realizar 

productos con nuevos materiales implica realizar pruebas experimentales que implican tiempo y costo. Con este proyecto 

se buscó reducir el tiempo y el costo de las pruebas analizando el elastómero con herramientas CAD/CAE. El material base 

de las mangueras es un elastómero, por lo tanto, se realizó una metodología para obtener el modelo numérico con las 

propiedades hiperelásticas para conocer el comportamiento antes de llevarse a pruebas de construcción. El análisis de 

elementos finitos se realizó con un software especializado, que permitió el análisis de elastómeros con base a la metodología 

de la ASTM D412, referente a pruebas de hules vulcanizados sometidos a presión, estableciendo la geometría y las 

condiciones fronteras. Con el estudio se encontró que modelo constitutivo con mayor aproximación al comportamiento 

hiperelástico para hules vulcanizados fue el modelo de Marlow.    

 

Palabras clave: elastómero, hiperlasticidad, ASTM D412, CAD/CAE, Marlow. 

 

Abstract 

Currently the product manufacturing market demands the improvement of materials with lower cost and higher quality. The 

present investigation was developed in an automotive factory in Mexico where high-pressure hydraulic hoses are 

manufactured, this company search to innovate the materials to be able to compete against other brands. Making products 

with new materials implies develops experimental tests that involve time and cost. This project sought to reduce the time 

and cost of testing by analyzing the base material with CAD/CAE tools. The base material of the hose is an elastomer, 

therefore a methodology for obtain the model number with the hyperplastic properties to know the behavior before taking 

construction tests. The finite element analysis was performed with specialized software, which allowed the analysis of 

elastomers based on the ASTM D412 methodology, referring to tests of vulcanized rubbers subjected to pressure, 

establishing the geometry and boundary conditions. The study found that the constitutive model with the closest 

approximation to the hyperplastic behavior for vulcanized rubber was the Marlow model. 

 

Index terms: elastomer, hyperactivity, ASTM D412, CAD/CAE, Marlow. 

 

  



  
Modelado numérico de un elastómero (NBR)  

sometido a carga axial 

 

Ivan  Zuñiga-Cid, Elvis Coutiño-Moreno  

Quirino Estrada-Barbosa, Gilberto Soto-Mendoza 

  

 

 
 

Científica, vol. 26, núm. 2, pp. 01-15, julio-diciembre 2022, ISSN 2594-2921, Instituto Politécnico Nacional MÉXICO 

DOI: https://doi.org/10.46842/ipn.cien.v26n2a06 

 

2 

I. INTRODUCCIÓN  

 

El uso de herramientas CAD/CAE (Computer Aided Design/Computer Aided Engineering) en la industria, ha 

sido un elemento clave para diseñar y desarrollar nuevos productos con el fin de competir en el mercado actual. 

La integración de estas herramientas en la industria busca adquirir un papel de integradoras entre la fase de 

diseño, la planificación y los procesos de fabricación [1], [2]. Una de las principales aplicaciones del CAE es 

la simulación, validación y la optimización de productos a través del FEM (Finite Element Analysis), que se 

adoptado ampliamente para identificar defectos potenciales en los procesos de fabricación de nuevos productos 

[3], [4]. El análisis de fallas junto con la predicción de la vida por fatiga en el procedimiento de diseño puede 

garantizar seguridad y confiabilidad en los componentes [5], [6] , [7]. 

 

El presente trabajo se realizó en las instalación de una fábrica que manufactura mangueras hidráulicas, estas 

están compuestas de diferentes capas, que soportan las presiones propuestas en el diseño, las capas mencionadas 

son: tubo formado de algún polímero que tiene características específicas de materiales para contener los fluidos 

a los que someten, el refuerzo que está compuesto de alambre o textil en forma de trenza y cubierta que se 

compone de polímero con características que deberán soportar la exposición al medio ambiente [8], [9]. Cada 

uno de los materiales que compone a una manguera puede presentar complejidad para realizar un estudio 

numérico y conocer las deformaciones de cada uno, sin embargo, las herramientas CAD/CAE contienen 

paquetes o modelos que realizan amplios estudios de materiales. Actualmente existen una gran variedad de 

softwares que contienen paquetes para modelar y diseñar. Para este trabajo, se utilizó un software que permitió 

realizar simulaciones de elementos finitos bajo modelos de predicción de la hiperelasticidad de los materiales 

[10], [11], [12], [13]. 

 

El software contiene modelos constitutivos que permiten describir el comportamiento de los materiales 

hiperelásticos, estos modelos pueden ser fenomenológicos basados en la función de energía de deformación y 

lo segundos son modelos microestructurales. Cada uno de ellos ayuda a realizar análisis estáticos y dinámicos 

de donde se localizará concentración de esfuerzos. En el presente trabajo, se fundamentó en la metodología 

propuesta por Estrada [14] para el modelado de materiales hiperelásticos. 

 

La empresa donde se desarrolló el proyecto desarrolla nuevos materiales para mangueras hidráulicas, por lo que 

se realizó un estudio de elementos finitos del material de la primera capa de la manguera. El tubo que está hecho 

de un elastómero con propiedades hiperelásticas, permite la aplicación de cargas para conocer sus propiedades 

mecánicas. Los elastómeros tienen la capacidad de absorber grandes deformaciones y regresar a su estado 

inicial, comportamiento que se buscó modelar atreves de una simulación en un software.  

 

El desarrollo de un elastómero conlleva tiempos largos y altos costos de prueba para la industria, la 

funcionalidad del elastómero no se conoce hasta que se realizan pruebas de funcionamiento. El objetivo del 

presente trabajo es realizar una metodología que permita el desarrollo de un modelo numérico que prediga el 

comportamiento de un elastómero NBR (caucho a base de nitrilo), con el que se fabrica el tubo de la manguera 

hidráulica, utilizando un software de elementos finitos. 

 

II. DESARROLLO 

 

La propuesta del proyecto fue desarrollada en una empresa que manufactura mangueras hidráulicas, esta 

empresa también se dedica a la creación o modificación de sus materias primas, tal es el caso del material que 

utilizan para realizar el tubo de las mangueras. Para los compuestos de nueva generación se debe realizar la 

caracterización mecánica y pruebas de funcionalidad en el proceso. Como se mencionó anteriormente, el 

objetivó del proyecto es la obtención del modelo constitutivo que se asemeje al comportamiento real del 

material, el trabajo se dividió en dos fases, en la primera fase se obtuvieron los resultados de tensión y 

elongación real del material con los equipos que se encuentran la empresa, y la segunda se analizaron los 
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modelos constitutivos de hiperelasticidad para realizar una comparación con los datos experimentales y 

seleccionar el modelo adecuado para futuros estudios numéricos del material.  

 

 

A. Estudio experimental de propiedades mecánicas del elastómero 

 

En la empresa donde se manufacturan las mangueras, se realizan pruebas mecánicas a los elastómeros con base 

a la norma ASTMD-412. La norma menciona que es un método para evaluar las propiedades de tensión de 

elastómeros termoplásticos.  

 

La empresa cuenta con un Tensiómetro de marca AlphaTechnogies modelo AT10 con el cual se obtuvieron 

datos de tensión, elongación y módulo de elasticidad. En la Fig. 1 se muestra el equipo con el que se trabajaron 

las muestras. 

 

 

 
 

Fig. 1. Tensiómetro AlphaTechnogies modelo AT10. 

 

 

La metodología para realizar las pruebas físicas fue la siguiente: Se obtuvo una muestra del elastómero como 

materia prima y se preparó una probeta de tipo corbatín como se muestra en la Fig. 2.  

 

 

 
 

Fig. 2. Probeta de tipo corbatín del elastómero base. 

 

 

Las dimensiones de la probeta se realizaron de acuerdo con la norma ASTM D-412, en pulgadas, como se 

observa en la Fig. 3.  
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Fig. 3. Plano dimensional de la probeta tipo corbatín con base a la norma ASTM D-412 en pulgadas. 

 

 

Una vez que se obtuvo la probeta, se colocó en el tensiómetro y se corrió la prueba para la obtención de 

resultados, véase Fig. 4. 

 

 

 
 

Fig. 4. Colocación de la probeta en el tensiómetro AlphaTechnogies, A) Colocación de la probeta B) Ruptura de la probeta. 

 

 

Para cada probeta ensayada, se obtuvieron valores de esfuerzos de tensión, deformación y módulo de 

elasticidad, véase Tabla 1, así como la curva de esfuerzo-deformación del material.  

 

B. Modelo numérico del elastómero  

 

1) Modelos constitutivos  

 

Los modelos constitutivos, por su aplicación en la rama de ingeniería, serán enfocados para caracterizar el 

comportamiento elástico de los materiales como los elastómeros, la teoría de los modelos se basa en reacciones 

moleculares relacionados con las observaciones experimentales para conocer las características del material, 

además que, también proveen información relacionada en la mecánica del material en función de la densidad y 

de la energía de deformación [15], [16]. Como se mencionó anteriormente, para la realización del modelo 

numérico, se utilizó un software especializado en el análisis de elementos finitos que contiene los modelos 

constitutivos para obtener la mecánica del material. La paquetería que contiene el software para los modelos 

hiperelásticos puede ser isotrópicos y no lineales, estos son válidos para materiales que exhiben una respuesta 

elástica instantánea a grandes deformaciones y aplica para cualquier elastómero. 

A B 
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Los modelos constitutivos que se utilizaron para la comparación entre los modelos y los resultados 

experimentales son los siguientes: 

 

Marlow: es uno de los modelos que describe la energía potencial de deformación como se muestra en la 

ecuación (1). 

 

𝑈 = 𝑈𝑑𝑒𝑣 (𝐼1̅) + 𝑈𝑣𝑜𝑙  ( 𝐽𝑒𝑙)                  (1) 

 

Dónde 𝑈 es la energía de deformación expresada en la relación de volumen y la invariante de deformación.  

 

Mooney-Rivilin: este modelo describe la deformación con base a la energía y las temperaturas dependientes del 

material, así como los estiramientos principales en relación con el volumen elástico como se puede observar en 

la ecuación (2). 

 

𝑈 = 𝐶10(𝐼1̅ − 3) + 𝐶01(𝐼2̅ − 3) +
1

𝐷1
(𝐽𝑒𝑙 − 1)

2
  

(2) 

 

Ogden: es un modelo que utiliza la energía de deformación para verificar los estiramientos principales y los 

parámetros iniciales como se muestra en la ecuación (3). 

 

𝑈 = ∑
2𝜇𝑖

𝛼𝑖
2 (𝜆̅1

𝛼𝑖 + 𝜆̅2
𝛼𝑖 + 𝜆̅3

𝛼𝑖 − 3) + ∑
1

𝐷𝑖

𝑁

𝑖=1

(𝐽𝑒𝑙 − 1)
2𝑖

 

𝑁

𝑖=1

 

  

(3) 

 

Polinomial: este modelo utiliza el parámetro de la energía potencial de la energía de deformación, obteniendo 

la primera y la segunda invariante de deformación en conjunto de las temperaturas, la ecuación que describe el 

modelo es la ecuación (4). 

      

𝑈 = ∑ 𝐶𝑖𝑗(𝐼1̅ − 3)𝑖(𝐼1̅ − 3)𝑗 + ∑
1

𝐷𝑖

𝑁

𝑖=1

(𝐽𝑒𝑙 − 1)
2𝑖

    

𝑁

𝑖+𝑗=1

 
(4) 

 

Yeoh: el modelo es equivalente al usar el parámetro Polinomio reducido, pero utiliza la primera y la segunda 

invariante de deformación en conjunto de las temperaturas dependientes del material, como se demuestra en la 

ecuación (5). 

 

𝑈 = 𝐶10(𝐼1̅ − 3) + 𝐶20(𝐼1̅ − 3)2 + 𝐶30(𝐼1̅ − 3)3 +
1

𝐷1
(𝐽𝑒𝑙 − 1)

2

+ 
1

𝐷2
(𝐽𝑒𝑙 − 1)

4
+

1

𝐷3
(𝐽𝑒𝑙 − 1)

6
     

(5) 

 

Como se pueden observar en las ecuaciones, todos los modelos demuestran que el comportamiento 

hiperelasticidad se puede expresar en términos de la energía potencial de deformación, donde la cantidad de 

energía de deformación es almacenada por unidad de volumen [10]. 

 

 

 



  
Modelado numérico de un elastómero (NBR)  

sometido a carga axial 

 

Ivan  Zuñiga-Cid, Elvis Coutiño-Moreno  

Quirino Estrada-Barbosa, Gilberto Soto-Mendoza 

  

 

 
 

Científica, vol. 26, núm. 2, pp. 01-15, julio-diciembre 2022, ISSN 2594-2921, Instituto Politécnico Nacional MÉXICO 

DOI: https://doi.org/10.46842/ipn.cien.v26n2a06 

 

6 

2) Desarrollo del modelo numérico   

 

De acuerdo con la paquetería del software, los modelos constitutivos con los que cuenta se adecuan para a un 

estudio de hiperelasticidad. Con los modelos definidos se puede comenzar a realizar el modelo numérico del 

material.  

 

a) Creación del modelo numérico  

 

El modelado de la pieza se realizó de la siguiente forma, se crea el modelo de la probeta en 3D de acuerdo con 

las dimensiones de la norma ASTM D-412 como se muestra en la Fig. 5. Una vez creado el modelo, se asignan 

las propiedades del material obtenidos en los ensayos a tensión. 

 

 

 
 

Fig. 5. Modelo de probeta 3D en software. 

 

 

El método de mallado tiene como objetivo primordial, la colocación de los nodos que serán obtenidos en figuras 

geométricas como triángulos y tetraedros. Otro elemento que se debe considerar en el mallado de la pieza es el 

tamaño de esta [17]. 

 

En el proyecto el estudio de malla se realizó con una convergencia para obtener resultados confiables, la 

geometría se definió de tipo cuadrática debido a que se adapta de manera uniforme a la geometría del modelo 

y permite la selección de puntos específicos dentro del cuerpo para el estudio de convergencia de malla y estudio 

de deformación como se observa en la Fig. 6.  

 

 

 
 

Fig. 6. Mallado cuadrático de la probeta en interfaz de software.  
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El siguiente paso en la simulación fue colocar las condiciones de frontera de la probeta. De acuerdo con la 

norma ASTM D-412, un lado debe tener un empotre fijo y el otro será con movimiento, es decir tendrá una 

velocidad de desplazamiento como se muestra en la Fig. 7.  

 

 

 
 

Fig. 7. Condiciones de frontera en la probeta de con norma ASTM D-412. 

 

 

b) Convergencia de malla  

 

Para el estudio de convergencia de malla, se asignaron diferentes tamaños de malla y se obtuvieron los 

resultados de esfuerzo de un punto fijo en el cuerpo de la probeta. El cual se nombró punto M, como se muestra 

en la Fig. 8.  

 

 

 
 

Fig. 8. Selección del punto M para estudio de convergencia de malla. 

 

 

Dentro del software se puede configurar el punto deseado por medio de herramientas en el apartado Set. Una 

vez seleccionado el punto dentro del cuerpo de estudio se corrió el programa y se obtuvieron los resultados. 

 

c) Análisis de deformación  

 

En el análisis de la deformación, se seleccionaron dos puntos dentro de la probeta los cuales se llamaron X1 y 

X2, como se observa en la Fig. 9. Los puntos seleccionados se encuentran a una distancia inicial dentro de la 

probeta que servirán como referencia para obtener el desplazamiento entre los puntos y obtener como resultado 

la deformación que existe dentro del cuerpo. 

 

En el apartado de Set del software se pueden seleccionar ambos puntos y se corre el programa para obtener los 

resultados de la corrida. 
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Fig. 9. Selección del punto X1 y X2 para el estudio de deformación en la probeta. 

 

  

d) Análisis de esfuerzos  

 

Para validar los resultados del análisis de esfuerzos, se determinaron los valores de cargas internas aplicando 

las ecuaciones de equilibrio de la estática, véase Fig. 10, una vez determinado dicho valor se procedió a calcular 

los valores el esfuerzo normal en el área transversal localizada entre los puntos X1 y X2. Este procedimiento 

permitió verificar que los valores de esfuerzos obtenidos de forma numérica son congruentes con los obtenidos 

aplicando la mecánica de los materiales. 

 

 

 

 
 

Fig. 10. Reacciones 𝐹𝑥 en el empotre. 

 

 

La metodología anterior fue aplicada para todos los modelos constitutivos analizados en el presente artículo, lo 

anterior permitió determinar los valores de esfuerzos y cargas internas en la probeta para el desarrollo de las 

curvas de esfuerzo-deformación correspondiente a cada uno de los modelos constitutivos. A continuación, se 

presentan los resultados experimentales y numéricos obtenidos durante el desarrollo del trabajo. 

 

 

III. RESULTADOS  

 

Una vez implementada la metodología propuesta se obtuvieron los siguientes resultados: 

 

A. Caracterización del material 

 

Los resultados de las propiedades mecánicas del material se realizaron de acuerdo con la norma ASTM D-412. 

La metodología de la norma marca que las muestras se tienen que realizar de tipo corbatín y se ingresaron al 

tensiómetro para obtener las lecturas de elongación y módulo de elasticidad. Los resultados obtenidos se 

muestran en la Tabla 1.  
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TABLA 1 

RESULTADOS GENERALES DE LAS MUESTRAS DEL ELASTÓMERO BASE PARA LA CONSTRUCCIÓN DE MANGUERAS HIDRÁULICAS  

 

Variable Unidades  Muestra 1 Muestra 2 Muestra 3 Muestra 4 

Tensión  psi 2260.2 2317.83 1905.9 2098.4 

Elongación  % 118.86 116.9 100.81 117.57 

Módulo al 

100% 
psi 1174.04 1851.97 1896.76 1671.67 

Fecha  dd/mm/aa 19/01/22 19/01/22 19/01/22 19/01/22 

 

 

Como se observa en la Tabla 1, se logró obtener los resultados requeridos de las propiedades mecánicas del 

elastómero.  Uno de los resultados necesarios para realizar la simulación es el módulo Young, este como 

resultado de la tensión ejercida sobre el material y la deformación unitaria en relación con el cambio de longitud 

[18]. En la Tabla 1 se remarcó de negro este resultado para considerar en la simulación, este resultado es el 

promedio de cada una de las muestras, para realizar la simulación se obtuvieron los datos de tensión y 

elongación a través del tiempo. Una vez obtenidos los datos, se promediaron para generar la gráfica 

correspondiente al comportamiento del elastómero, véase Fig. 11, esta muestra la deformación y el esfuerzo 

nominales del material base. De acuerdo con el procedimiento, el modelo hiperelástico que se seleccione en el 

software deberá presentar una deformación nominal máxima de 0.7. 

 

 

 
Fig. 11. Caracterización del elastómero base tipo NBR. 

 

 

Antes de evaluar los modelos constitutivos, se realizó el análisis de convergencia de malla para definir el tamaño 

de malla adecuado que proporcione resultados precisos sin que la demanda de recursos de procesamiento sea 

excesiva. Para los resultados de convergencia de malla se tomó en cuenta un punto específico en el cuerpo de 

la probeta al cual se denominó M, en este punto se monitoreó el valor del esfuerzo normal para cada tamaño de 

malla analizado, como se menciona en la metodología. Los resultados obtenidos se muestran en la Tabla 2.  
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TABLA 2 

RESULTADOS DE LOS ESFUERZOS EN EL PUNTO M DE LA PROBETA   

 

Tamaño de 

malla (in) 

Esfuerzo en el 

punto M (psi) 
Tiempo (s) 

0.17 1742.63 7.22 

0.16 1729.6 7.22 

0.15 1729.75 7.22 

0.14 1719.8 7.22 

0.13 1719.8 7.22 

0.12 1719.4 7.22 

0.11 1714.52 7.22 

0.10 1714.5 7.22 

0.09 1712.06 7.22 

0.08 1707.53 7.22 

0.07 1704.88 7.22 

0.06 1704.88 7.22 

0.05 1701.07 7.22 

0.04 1699.37 7.22 

 

 

Como se observa en la Tabla 2, los resultados de esfuerzo en el punto M fueron definidos todos en un tiempo de 

prueba de 7.22 segundos para cada tamaño de malla. El rango de tamaño de malla fue de 0.17 hasta 0.04 pulgadas. 

Para observar la convergencia de la malla, estos resultados se graficaron como se muestran en la Fig. 12. 

 

 
 

Fig. 12. Resultados de convergencia de malla para los esfuerzos en el punto M. 

 

 

Como se observa en la Fig. 12, el esfuerzo en el punto M converge a partir del tamaño 0.09 in hasta el tamaño 

0.14 in, donde se muestran tres puntos consecutivos rectos por lo tanto para la selección del tamaño de malla 
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fue el más pequeño en esos tres puntos el cual fue 0.12 in. El tamaño seleccionado con respecto al menor valor 

tiene una diferencia de 20 psi y con respecto al mayor tiene una diferencia de 23 psi. Lo cual demostró que el 

rango seleccionado de la malla no tiene una variación elevada con respecto a los rangos seleccionados.  

 

Una vez seleccionado el tamaño de malla y los datos del módulo de elasticidad, se procedió a realizar la 

simulación de los modelos hiperelástico para el elastómero de acuerdo con el procedimiento indicado por 

Estrada [14]. Los modelos que se eligieron para fines prácticos se mencionan a continuación junto con los 

resultados obtenidos. 

 

B. Resultados del modelo numérico 

 

A continuación, se presentan los resultados obtenidos en el proceso de modelado numérico del material. 

 

1) Modelo Mooney Rivlin 

 

Para realizar el ensayo del modelo Mooney Rivlin se utilizó el tiempo de prueba de 7.22 segundos, el tiempo 

se estableció a partir de que el material obtuvo deformación nominal del 0.7 con respecto a su tamaño original. 

Los resultados se muestran a continuación en la Fig. 13, se realizó la comparativa entre el resultado experimental 

y el modelo numérico. 

 

 
 

Fig. 13. Resultados de análisis del modelo numérico Mooney Rivlin. 

 

Como se observa en la Fig. 13, con el modelo seleccionado no se logró llegar a una convergencia en el tiempo 

establecido, la prueba terminó en el segundo 5.15 de acuerdo con los resultados obtenidos en software. La 

comparación entre los resultados experimentales y los resultados del modelo Mooney Rivlin tienen una mínima 

similitud entre las líneas de tendencia, teniendo un valor de esfuerzo similares en la deformación nominal 0.23. 

De acuerdo con los resultados para una deformación nominal del 0.4 se tiene una diferencia del 17% con 

respecto al ensayo experimental, esto debido al comportamiento lineal del modelo Mooney Rivlin.  

 

2) Modelo Yeoh 

 

Para el modelo Yeoh se utilizaron los mismos parámetros de tiempo y malla, esto con el fin de obtener la 

similitud en los resultados. En la Fig. 14 se muestran los resultados con la comparativa de los resultados 

experimentales. 
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Fig. 14. Resultados de análisis del modelo numérico Yeoh. 

 

Como se observa en la Fig. 14 los resultados obtenidos entre el modelo y los resultados experimentales tienen 

una similitud, también se observa que el modelo numérico logra llegar una convergencia a un valor de 

deformación nominal del 0.68, sin embargo, se realizó la comparativa entre ambos modelos para una 

deformación nominal del 0.5 donde se obtiene una diferencia del 10% con respecto a los datos experimentales.  

 

3) Modelo Marlow  

 

El modelado se realizó bajo las mis condiciones de trabajo con respecto al modelo experimental los resultados 

obtenidos se muestran en la Fig. 15.  

 

 
 

Fig. 15. Resultados de análisis del modelo numérico Marlow. 

 

Como se muestra en la Fig. 15, las curvas de esfuerzo-deformación son similares entre ambos resultados, lo 

cual indica una adecuada predicción del proceso de deformación del material por parte del modelo. De acuerdo 

con los resultados, a un valor de deformación nominal de 0.5, el modelo Marlow vs el modelo experimental 

presentan una diferencia del 1%. 
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4) Modelo Ogden de orden 1. 

 

Al igual que en los modelos anteriores se realizó la corrida bajo las mimas condiciones de trabajo. Los resultados 

se observan en la Fig. 16. 

 

 
Fig. 16. Resultados de análisis del modelo numérico Ogden. 

 

 

De acuerdo con los resultados obtenidos se observó que el modelo Ogden presentó un comportamiento 

aproximadamente lineal, lo que indica que el modelo no representa correctamente el proceso de deformación 

del material. 

 

5) Modelo Polinomial de orden 2 

 

Al igual que los modelos anteriores se utilizaron las variables iniciales de tiempo y tamaño de malla para obtener 

resultados similares, como se muestran en la Fig. 17  

 

 
 

Fig. 17. Resultados de análisis del modelo numérico Polinomial. 
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Los resultados indican que el modelo polinomial tiene un comportamiento similar la curva experimental. Para 

una deformación nominal del 0.5 se observa que hay una diferencia mínima del 5% pero conforme se 

incremente el valor de deformación las curvas se desfasan. 

 

En el presente apartado se compararon y analizaron cada uno de los modelos constitutivos mencionados en el 

desarrollo. Los modelos Marlow y Polinomial de orden 2, arrojaron una diferencia del 1% y 5% respectivamente 

con base a los valores experimentales, siendo estos los que se ajustaron más cualitativa y cuantitativamente al 

comportamiento real del material NBR estudiado. 

 

 

IV. CONCLUSIONES  

 

Actualmente las herramientas que ofrecen los softwares permiten realizar análisis anticipados de los materiales 

o de las piezas que se manufacturan en las industrias. Con los resultados obtenidos a través de los softwares se 

consigue llegar a la mejora continua. En el presente proyecto se aplicaron herramientas tales como el análisis 

de elementos finitos, que proporcionaron resultados apropiados para el estudio de la hiperelasticidad en los 

materiales, y ensayos de tensión, que permitieron obtener las propiedades mecánicas del material. Las 

conclusiones del estudio realizado se enlistan a continuación:  

 

• El software seleccionado para el desarrollo de la presente investigación se adecua a las necesidades 

del proceso de modelado requeridos en el presente proyecto. 

• De acuerdo con los resultados numéricos, los modelos de Ogden, Yeoh y Mooney Rivlin no tienen 

una respuesta favorable comparados con los resultados experimentales para valores de deformación 

nominal del 0.5, teniendo una diferencia mayor al 10% con respecto a los valores experimentales.  

• Para el modelo Polinomial de orden 2, se observó un comportamiento similar al experimental para 

valores de deformación nominal del 0.5 y se obtiene una diferencia del 5% con un modelo polinomial 

de segundo orden con respecto a los valores experimentales, pero conforme incrementa la deformación 

las curvas se desfasan incrementando la diferencia porcentual entre los valores de esfuerzos.  

• El modelo que demostró un comportamiento similar y representa con exactitud los datos obtenidos en 

las pruebas experimentales es el modelo de Marlow, mostrando para un valor de deformación nominal 

del 0.5 una diferencia del 1% con respecto a los valores experimentales. 

• Conforme a los resultados obtenidos, se concluye que el modelo Marlow deberá ser utilizado en el 

modelado del material NBR en las siguientes etapas del proyecto, específicamente en el estudio de la 

capa interna de las mangueras. 

• La metodología propuesta por Estrada [14] es aplicable en el estudio del material NBR utilizada en la 

fabricación de tubos.  

 

Dicho lo anterior, se recomienda hacer un estudio del material compuesto, tal como el de las mangueras, que 

están formadas por capas de materiales distintos (elastómero y metal) y evaluar el comportamiento en 

condiciones de carga estática y fatiga. 
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Resumen 

Este artículo propone el diseño de un sistema mecánico capaz de ejecutar la morfosis entre un robot caminante tipo hexápodo 

y un robot esférico, basado en un modelo de 4 barras, permitiendo la exploración en diferentes terrenos y manufactura 

basada en tecnología de impresión 3D. El diseño de los elementos que integran este prototipo se desarrolló bajo la 

perspectiva técnica de la metodología Quality Funtion Design (QFD), obteniendo como resultado experimental un sistema 

Manivela-Balancín acoplado a cada extremidad, el cual permitió la locomoción típica de un robot artrópodo y al mismo 

tiempo, extender la capacidad de movilidad al generar una mórfosis con el propósito de realizar una locomoción esférica. 

Esta locomoción se desarrolló con el objetivo de aprovechar la ventaja dinámica en una superficie donde la cubierta del 

mecanismo permitiera un desplazamiento sin restricciones, específicamente, en un terreno regular plano, bioinspirada en el 

desplazamiento “flic-flac” de la araña del desierto (Cebrennus Villosus). El análisis cinemático para este modelo fue 

representado con el método analítico. La geometría y dimensiones de los elementos fueron desarrollados para su fabricación 

con tecnología de impresión 3D, con base en las propiedades mecánicas del material Poliácido-láctico (PLA), sin 

comprometer las capacidades de carga y torque de los servomotores del robot Bioloid®, el cual fue empleado como base 

del diseño. Para comprobar la capacidad del mecanismo se realizó un análisis general de elemento finito, con lo que es 

posible verificar que el material satisface las propiedades mecánicas necesarias para el uso operacional del mismo. 

Palabras clave: robot metamórfico, mecanismo de 4 barras, robot artrópodo, QFD, tecnología de Impresión 3D. 

 

Abstract 

This article proposes the design of a mechanical system capable of executing morphosis between a hexapod-type walking 

robot and a spherical robot, based on a Four-bar model, allowing exploration in different terrains and manufacturing based 

on 3D printing technology. The design of elements that make up this prototype was developed under the technical 

perspective of Quality Function Design (QFD) methodology, obtaining an experimental result by Crank-Beam system 

coupled to each limb, which allowed typical locomotion of an arthropod robot, at the same time, extend the mobility capacity 

by generating a morphosis to perform a spherical locomotion. This locomotion was developed with aim of taking advantage 

of dynamic on a surface where the mechanism cover allowed unrestricted movement, specifically, on a regular flat terrain, 

bio-inspired by "flic-flac" movement of desert spider (Cebrennus Villosus). The kinematic analysis was represented by 

analytical method. The geometry and dimensions of elements were developed for their manufacture with 3D printing 

technology, based on mechanical properties of Polylactic-Lactic Acid (PLA) material, without compromising the load and 

torque capacities of Bioloid® robot servomotors, which was used as base of design. To verify the capacity of mechanism, a 

general finite element analysis was carried out, with which it is possible to verify that material satisfies the mechanical 

properties necessary for its operational use. 

Index terms: metamorphic robot, four bar mechanism, arthropod robot, 3D printing technology.  

1%20https:/orcid.org/0000-0001-7626-7922%20|%20ricardo.deviana@hotmail.com
mailto:cta.secretariacademica@aragon.unam.mx
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I. ESTADO DEL ARTE 

 

Uno de los principales objetivos de la robótica es el desarrollo de robots inteligentes, los cuales puedan realizar 

una gran cantidad de tareas utilizando solo una pequeña cantidad de recursos. El diseño de robots está enfocado 

principalmente a mejorar su desempeño, logrando optimizar su funcionamiento, siendo utilizados en diferentes 

sectores, tales como la industria, exploración, vigilancia e investigación científica. 

 

Las líneas de investigaciones relacionadas al desarrollo de estos dispositivos son el biodiseño y la robótica 

aplicada a sistemas móviles, específicamente, a los robots caminantes, los cuales llevan varias décadas 

generando proyectos de mejora en su diseño, sin embargo, hasta el día de hoy no se ha logrado satisfacer la 

creación de forma segura y eficiente de estas máquinas.  

 

La invención de robots metamórficos propone soluciones que involucran el cambio de fase o la reconfiguración, 

gracias a la ayuda de las herramientas de modelado en tercera dimensión se puede simular el comportamiento 

de estos proyectos, observando su desempeño en diferentes entornos, dando respuesta a casos de estudio en 

campos como el diseño mecánico, el análisis de materiales, modelado de sistemas dinámicos y la inteligencia 

artificial. 

  

Los robots metamórficos, son máquinas reconfigurables, con la capacidad de generar diferentes tipos de 

locomoción mediante un cambio de forma de manera autónoma. Los principales modelos robóticos a nivel 

internacional en esta área consideran su diseño conceptual a partir de la bioinspiración, la implementación de 

sistemas mecánicos y el apoyo de herramientas de manufactura. Este es el caso del robot Pillbot [1], un prototipo 

con un exoesqueleto inspirado en el origami, presentado en la Fig. 1.1. La fase principal mantiene una estructura 

desplegable con 6 garras circulares con capacidad de generar un desplazamiento similar a un robot móvil con 

ruedas.   

 

 

Fig. 1.1 Robot Pillbot. 

 

La segunda fase emplea una cubierta capaz de soportar impactos, manufacturada con silicona mediante una 

herramienta de mecanizado láser, que, al abrir o desplegarse genera un movimiento de pivoteo capaz de lograr 

una voltereta completa. Clasificado también bajo la terminología de los dispositivos biomiméticos por su 

estructura esférica tipo escarabajo, basada en el insecto Cochinilla de humedad (Armadillidium Vulgare). 
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En este contexto, el robot Morphex [2], [3], [4] muestra un diseño singular, basado en un robot esférico 

omnidireccional con capacidad de integrar 2 fases de locomoción en su sistema. Este dispositivo está constituido 

por 12 piernas y 31 servomotores, como se observa en la Fig. 1.2. 

 

 

 

Fig. 1.2 Robot Morphex. 

 

Su estructura interna está fabricada con aluminio, mientras que la cubierta fue manufacturada con fibra de 

carbono, proporcionando una óptima relación entre rigidez y peso, respetando la carga máxima que soporta el 

torque de los actuadores. Los servomotores localizados en el centro del robot generan un movimiento de 

contracción y/o expansión con la finalidad de evitar problemas de interferencias en la reconfiguración y el 

desplazamiento.  

 

Estos modelos presentan características robustas para desarrollar una locomoción en entornos aleatorios, como 

son su particular diseño, el material de fabricación, hasta la cantidad de elementos que lo integran, así como el 

número de extremidades, por ello es importante identificar áreas de oportunidad en el diseño de modelos 

robóticos bajo esta clasificación. 

 

II. INTRODUCCIÓN 

 

Los sistemas metamórficos proponen un diseño versátil capaz de resolver los principales desafíos de 

locomoción en el campo de los robots móviles. El mecanismo presentado en este documento desarrolla una 

mórfosis estructural autónoma, adaptable a cualquier robot artrópodo, con el objetivo de proponer una solución 

a la inestabilidad, locomoción ineficiente, peso excedente y alto costo de manufactura para los robots.  

 

El desplazamiento de la araña Cebrennus Villosus sirve de inspiración en el diseño mecánico, debido al 

movimiento que desarrolla, conocido como “flic-flac” [3], [4], como se observa en la Fig. 2.1. Su traslación se 

desarrolla en una secuencia combinada de saltos en el aire antes de rodar por la superficie. 
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Fig. 2.1 Secuencia de movimientos de la araña Cebrennus Villosus. 

 

La secuencia realiza un giro de 360°, iniciando con un salto en movimiento al apoyar el segundo par de piernas 

sobre una superficie. Posteriormente el primer par impulsa el cuerpo de la araña generando una mayor propulsión 

por el aire; la inercia producida en este movimiento contribuye al ahorro de energía, logrando una velocidad de 

desplazamiento superior en comparación a la locomoción tipo artrópodo como se observa en la Tabla 1.1 [3]. 

 

TABLA 1.1 

ESPECIFICACIONES DE DESPLAZAMIENTO DE LA ARAÑA CEBRENNUS VILLOSUS 

 

Type Cebrennus villosus  

Type Huntsman 

Active time Nocturnal 

Retreat Silk-lined borrow, vertical 

Spider size 100 mm 

Running speed 1 m/s 

Rolling speed 2 m/s on plain ground 

Locomotion Somersault in the air Handspring 

 

III. FASE CONCEPTUAL 

 

Se propone como base de diseño el robot Biolid®, un sistema modular de múltiple reconfiguración manual. La 

fase tipo hexápodo de este modelo emplea 18 servomotores Dynamixel AX-12A, como se muestra en la Fig. 

3.1. El dispositivo mantiene un peso de 1.54 kg y 18 grados de libertad [4], [5]. Cada extremidad mantiene una 

posición recta con ángulo φ=90° respecto a la superficie; 3 servomotores son encargados de generar el 
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movimiento en cada pierna; el primero de estos actuadores trabaja de manera horizontal, mientras que los 

últimos 2 se unen mediante un marco, creando una geometría perpendicular para los servomotores. 

 

 

Fig. 3.1 Robot Bioloid®. 

 

El desarrollo del modelo en software CAD permitió ubicar al robot en el interior de una cubierta esférica con 

un radio propuesto de dimensión 185 milímetros y un espesor en la capa de 0.5 milímetros. La ubicación del 

robot en el centro de la esfera permite generar un espacio de trabajo simétrico para cada extremidad y al dividir 

la cubierta de forma vertical se crea, para cada pierna, un gajo o parte proporcional de la esfera que no afecta la 

locomoción hexápoda del robot [4]. Aprovechando los beneficios del diseño CAD, se puedo visualizar el 

movimiento de zancada, definiendo para las piernas laterales con un ángulo φ de hasta 90° con origen en la 

unión del servomotor y el cuerpo del robot en un plano xz y para el caso de las extremidades frontales y traseras 

el espacio de trabajo un ángulo ϕ cuyo valor máximo está alrededor de los 45°, como se observa en la Fig. 3.2. 
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Fig. 3.2 Espacio para el movimiento de zancada en extremidades. 

 

 

Las consideraciones previamente mencionadas, permite el movimiento de extremidades, evitando problemas 

de interferencia con elementos de otras piernas. El diseño del sistema para la mórfosis se constituye de 5 

elementos: 1) Eslabón Principal, 2) Eslabón Superior, 3) Eslabón Inferior, 4) Collarín y 5) Cubierta. Este último 

elemento genera un movimiento similar a un eslabón de salida en un sistema Biela-Manivela mostrado en la 

Fig. 3.3 [4].  

 

La implementación de un sistema mecánico de 4 barras se ajusta mediante la unión de la parte superior de la 

cubierta con el eslabón principal, y por la parte inferior con un eslabón acoplador, dando como resultado un 

mecanismo de cadena cerrada de 2 grados de libertad. La unión del eslabón superior y el eslabón inferior está 

limitada por una arista ubicada en la parte superior del eslabón inferior, la cual evita la posición de 

agarrotamiento en el sistema y permite un ángulo de transmisión ideal con el objetivo de realizar la apertura del 

mecanismo, así como de transmitir la fuerza suficiente en el cambio de fase. 

 

El eslabón principal se une mediante dos pernos a un collarín; estos elementos son colocados en la parte superior 

del servomotor 3 con el objetivo de soportar el peso de la cubierta, así como de realizar la inclinación que genere 

el servomotor 2. El eslabón superior mantiene una geometría semicurva, que se adapta al cuerpo del robot por 

la parte inferior y genera un movimiento similar a un eslabón motriz, desplazando al eslabón inferior. Este 

desplazamiento se define como el inicio de la mórfosis en el mecanismo. 

 

 



  
Diseño de un mecanismo para un robot metamórfico  

para exploración 

 

M. R. Cruz-Deviana, R. Tapia-Herrera, A. Aguilar-Pérez, J. A. Meda-Campaña 

S. G. Torres-Cedillo, J. Cortés-Pérez, A. Reyes-Solís 

  

 

 
 

Científica, vol. 26, núm. 2, pp. 01-16, julio-diciembre 2022, ISSN 2594-2921, Instituto Politécnico Nacional MÉXICO 

DOI: https://doi.org/10.46842/ipn.cien.v26n2a07 

 

7 

 

Fig. 3.3 Implementación del sistema mecanismo en un robot artrópodo. 

 

La ejecución de la mórfosis propone una posición inicial en fase esférica (1). El servomotor 3 genera un 

movimiento en el eslabón superior con un ángulo α =62.24° respecto a su posición inicial (2). Este movimiento 

produce un despliegue de la cubierta; posteriormente el servomotor 2 ejecuta una inclinación respecto a su eje, 

desplazando el eslabón principal con ángulo β =43.28°, finalmente el servomotor 3 realiza el despliegue 

completo de la cubierta con una apertura final α´=83.96° (3), logrando la transformación de la extremidad 

presentada en la Fig. 3.4 [4]. 

 
 

Fig. 3.4 Secuencia de mórfosis en un robot artrópodo. 
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La posición que presenta el modelo CAD del mecanismo muestra la fase esférica, presentado en la Fig. 3.5 [4]; 

la mórfosis general del robot se efectúa alternando la apertura de la cubierta en las extremidades; el despliegue 

de una pierna derecha debe continuar con la apertura de otra extremidad en el lado opuesto del robot, con el 

objetivo de evitar la inestabilidad en el modelo, comprometiendo el cambio de fase. 

 

 

 

Fig. 3.5 Secuencia para la mórfosis en un robot artrópodo. 

 

 

La Fig. 3.6 muestra la mórfosis completa en una fase hexápoda del robot Bioloid; se logra observar el espacio 

de trabajo asignado a cada extremidad. La cubierta presenta una subdivisión constituida de 4 elementos; esto 

se debe al espacio limitado de manufactura en una impresora 3D convencional. El interior de la esfera contiene 

un refuerzo diseñado para soportar el peso de todo el robot al efectuar el desplazamiento en fase esférica sin 

deformar la cubierta. 

 

 

Fig. 3.6 Robot Bioloid en fase hexápodo. 
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La locomoción en fase esférica se desarrollará al desplegar la cubierta contraria al sentido de dirección donde se 

dirige el robot. El ángulo de transmisión del sistema mecánico permitirá producir la fuerza necesaria para generar 

el movimiento o giro, imitando el movimiento de la araña Cebrennus Villosus, en el que la inercia obtenida produce 

un impulso en todo el modelo [2], [3], [4]. El diseño de está locomoción se realizó únicamente en una superficie 

plana regular con la intención de acotar las consideraciones físicas del modelo, ya que un terreno irregular podría 

afectar el desempeño del mecanismo. Es importante señalar que, al efectuar la locomoción en esta fase, las 

extremidades permitirán redireccionar el sentido de desplazamiento mediante la apertura de la cubierta, similar al 

comportamiento de un robot esférico omnidireccional, el cual puede observarse en la Fig. 3.7. 

 

 

Fig. 3.7 Locomoción del robot en fase esférica. 

 

 

IV. INGENIERÍA A DETALLE 

 

El análisis de posición del sistema mecánico implementado se desarrolla mediante de la ecuación de cierre del 

circuito dado por la ecuación (3.1) [4], [6].   

 

 

 𝑟1𝑒𝑖𝜃1 + 𝑟2𝑒𝑖𝜃2 = 𝑟3𝑒𝑖𝜃3 + 𝑟4𝑒𝑖𝜃4 (3.1) 

 

 

Desarrollando los equivalentes de Euler se obtiene la ecuación (3.2). 

 

 

𝑟1𝐶𝑜𝑠 𝛳1 +  𝑖 𝑟1𝑆𝑒𝑛 𝛳1 +  𝑟2𝐶𝑜𝑠 𝛳2 + 𝑖 𝑟2𝑆𝑒𝑛 𝛳2 −  𝑟3𝐶𝑜𝑠 𝛳3 − 𝑖 𝑟3𝑆𝑒𝑛 𝛳3 − 𝑟4𝐶𝑜𝑠 𝛳4 −
𝑖 𝑟4𝑆𝑒𝑛 𝛳4 = 0                              

(3.2) 

 

 

De esta ecuación obtenemos 2 soluciones dadas por las ecuaciones (3.3) y (3.4) para el mecanismo de la Fig. 4.1. 
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𝛳3 = 2 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑎𝑛 [
−𝐵 ± √𝐵2 − 4𝐷𝐸

2𝐷
] 

(3.3) 

𝛳4 = 2 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑎𝑛 [
−𝐵 ± √𝐵2 − 4𝐴𝐶

2𝐴
] 

(3.4) 

 

 

Donde: 

 

  

𝐴 = [−𝐾1 + 𝐶𝑜𝑠 𝛳1 − 𝐾2𝐶𝑜𝑠 𝛳1 +  𝐾3], 

                                      𝐵 = [−2 𝑆𝑒𝑛 𝛳1],  
𝐶 = [𝐾1 − 𝐶𝑜𝑠 𝛳1 − (𝐾2𝐶𝑜𝑠 𝛳1) + 𝐾3] 

(3.5) 

  

Y 

 

𝐾1 =
𝑟4

𝑟1
, 𝐾2 =

𝑟4

𝑟3
, 𝐾3 = (

𝑟1
2−𝑟2

2+ 𝑟3
2+ 𝑟4

4

2 𝑟1𝑟3
) 

(3.6) 

 

 

 

 

Figura 4.1 Análisis de posición de un mecanismo Biela-Manivela. 
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Al obtener el resultado del análisis de posición es importante considerar la ventaja mecánica basada en el teorema 
de ley de cosenos [6], observando el ángulo de transmisión mediante las ecuaciones (3.7) y (3.8), presentado en 
la Fig. 4.2. El ángulo generado entre el eslabón de salida y el acoplador para transmitir el movimiento necesario 
en la cubierta se define como ϕ= 45°, ángulos con un valor inferior a este no producirán la fuerza necesaria para 
desplegar el mecanismo. 
 
El ángulo de transmisión del sistema permitirá la transformación estructural de manera autónoma con el apoyo 
del torque de los servomotores, pasando de fase esférica a fase hexápoda. Para esto, es necesario para que al 
menos una extremidad genere la apertura del mecanismo mediante el eslabón superior, iniciando el movimiento 
o giro en el robot en fase esférica, imitando el movimiento de la araña Cebrennus Villosus, en el que la inercia 
obtenida produce un impulso en todo el modelo. 

 

ɸ 𝑀𝑎𝑥 =  𝐴𝑟𝑐 𝐶𝑜𝑠  
𝑟4

2 + 𝑟3
2 − (𝑟2 + 𝑟1)2

2 𝑟4𝑟3
 

(3.7) 

  

ɸ 𝑀𝑖𝑛 =  𝐴𝑟𝑐 𝐶𝑜𝑠  
𝑟4

2 + 𝑟3
2 − (𝑟2 − 𝑟1)2

2 𝑟4𝑟3
 

(3.8) 

 

 

Fig. 4.2 Ángulo de transmisión mínimo (A) y máximo (B) en un mecanismo Biela-Manivela. 
 

Para detener la locomoción del robot en fase esférica es importante que el robot realice la apertura del mecanismo 
en 2 extremidades contiguas, esto con el objetivo de proporcionar estabilidad al modelo y evitar la desviación de 
su trayectoria, considerando que el movimiento que produzca el ángulo de transmisión debe ser igual al peso del 
robot por la fuerza ejercida debido a la inercia en el desplazamiento.  
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V. METODOLOGÍA QFD 

 
Es importante delimitar la aplicación de la metodología QFD basado en un proceso de diseño [7]. La solución 
debe satisfacer las necesidades de los requerimientos técnicos propuestos en la tabla 4.1. 
 

TABLA 4.1 

MATRIZ DE REQUERIMIENTOS DEL CLIENTE PARA EL DISEÑO DE UN ROBOT METAMÓRFICO. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La matriz de correlación de requerimientos asigna un valor con base en el tipo de iteración existente, siendo un 

valor de 5 para una relación fuerte, y valor 1 para vínculos débiles [9] presentado en la Tabla 4.2. 

 
TABLA 4.2 

MATRIZ PONDERACIÓN DE REQUERIMIENTOS DEL CLIENTE VS ESPECIFICACIONES DE DESEMPEÑO. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Al estimar la especificación de desempeño con mayor prioridad, el resultado proporcionara la secuencia en el 

desarrollo del diseño. La ecuación (4.1) proporciona la ponderación para cada categoría de desempeño, como 

se muestra en la Tabla 4.3 [8]. 

 

∑ 𝑔1𝑟11𝑡1 + 𝑔2𝑟21𝑡1 + ⋯ + 𝑔𝑛𝑟𝑚1𝑡1 
(4.1) 

 

El análisis y síntesis proyecta una prioridad 1 en los resultados; esta especificación permite encontrar una 

respuesta en satisfacer un modelo capaz de modificar su estructura, proyectando la secuencia a continuar con 

el objetivo de complementar y encontrar un resultado técnico [7], [8], [9]. 

 

 

 

Requerimientos del Cliente (que´s) 

 

1. Diseño Técnico Ideal 5 36% 

2. Manufactura Simple 3 21% 

3. Propiedades Mecánicas Adecuadas 4 28% 

4. Fabricación Económica 2 15% 
   

14 100% 
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Requerimientos del Cliente (Que´s) 

 

1. Diseño Técnico Ideal 5 2 1 1 4 1 
 

2. Manufactura Simple 3 2 2 5 2 1 
 

3. Propiedades Mecánicas Adecuadas 1 5 1 1 1 5 
 

4. Fabricación Económica 1 4 5 4 1 1 
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TABLA 4.3 

MATRIZ PONDERACIÓN DE PRIORIDADES PARA ESPECIFICACIONES DE DESEMPEÑO 
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Requerimientos del 

Cliente (Que´s) 

  

  

1. Diseño Técnico 

Ideal 

5 36% 5 2 1 1 4 1 

2. Manufactura 

Simple 

3 21% 3 2 2 5 2 1 

3. Propiedades 

Mecánicas 

4 28% 1 5 1 1 1 5 

4. Fabricación 

Económica 

2 15% 1 4 5 4 1 1 

Total 14 100% 
            

Ponderación 

Absoluta 

  
47.2 44 27.5 40.6 46.4 38.1 

Ponderación Relativa 
  

1.7 1.6 1 1.5 1.7 1.3 

Prioridad 
  

1 3 6 4 2 5 

 

 

Para el caso de estudio, la metodología QFD considera aspectos como son los requerimientos del cliente 

(atributos) y las especificaciones del desempeño (elementos para la creación del modelo), donde el objetivo era 

el diseño de un mecanismo para generar una mórfosis en un robot móvil. La ventaja mecánica del sistema de 4 

barras se basó en propuestas de diseños conceptuales, mediante el análisis y síntesis de mecanismos, que es 

parte de las especificaciones del desempeño, donde la idea principal era obtener un ángulo de transmisión con 

un rango de 45° a 90°, mediante la comprobación de cálculos analíticos [9].  

 

Sin embargo, para trabajos futuros es posible aplicar la metodología QFD para desarrollar un ángulo de 

transmisión óptimo en un mecanismo con esta clasificación. La síntesis del mecanismo podría ser una 

alternativa de diseño, sin embargo, es necesaria la implementación de metodologías de diseño mecánico, para 

obtener un resultado congruente. 

 

 

VI.  ANÁLISIS DEL ELEMENTO FINITO 

 

La manufactura con tecnología de impresión 3D permite crear figuras con el apoyo de software CAD. Para este 

modelo, el programa repetier.host permitió simular la impresión de elementos, mostrando parámetros de 

fabricación, como son el tiempo de manufactura, la cantidad de material necesario en el proceso de fabricación, 

el peso total del mecanismo, así como el seguimiento en tiempo real de extrusión [4].  

 

La geometría de algunos elementos del mecanismo, específicamente la cubierta, proyectaban tiempos de 

manufactura prolongados, generando problemas como la impresión errónea, rebaba, calentamiento de la 

impresora y un consumo alto de energía. Además de un peso considerable, lo que comprometería el desempeño 

del robot Bioloid, como se puede observar en la Fig. 5.1. 
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Fig. 5.1 Proyección de tiempo de manufactura para la cubierta sin mayado. 

 

El desarrollo de un mayado en la cubierta permitió producir diferentes propuestas, optimizando los tiempos de 

manufactura, como se observa en la Fig. 5.2.  La geometría trazada en la cubierta genera un ahorro en el peso 

del sistema mecánico, conservando la rigidez suficiente para generar un desplazamiento esférico, la cual fue 

comprobada por los resultados obtenidos por la simulación de esfuerzos en el software CAD. Cabe mencionar 

que los tiempos de producción amplios, así como la impresión errónea mantienen una correlación, a mayor 

tiempo de manufactura existe una mayor probabilidad de errores en el proceso. 

 

 

Fig. 5.2 Propuesta de mayado para la cubierta. 

 

Dentro de las ventajas que proporcionará el mayado al sistema mecánico, será el correcto funcionamiento del 

mecanismo sin comprometer las capacidades de los servomotores, los cuales mantienen un torque máximo de 

1.52 N.m. El diseño obtendrá un ahorro en el tiempo de manufactura, así como un ahorro de material y por 

consiguiente un óptimo peso para cada elemento como se muestra en la Fig. 5.3, respetando el toque de los 

servomotores [5]. 
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Fig. 5.3 Proyección de tiempo de manufactura con mayado para cubierta. 

  

Mediante la simulación de la locomoción esférica de robot y con base en el análisis de elemento finito, se 

comprobó que el material propuesto, Poliácido Láctico (PLA), mantiene la rigidez necesaria al aplicar una 

fuerza de 38.2N sobre la superficie de la cubierta, esta fuerza equivale al peso completo del robot Bioloid con 

el mecanismo acoplado en cada extremidad, como lo muestra la Fig. 5.4. Cabe mencionar que el Bioloid es un 

robot comercial educativo, como anteriormente se ha descrito, su estructura se tomó como base para el diseño 

del mecanismo, sin embargo, el robot no transportara elementos adicionales, sin embargo, su estructura 

únicamente soportara el peso del mecanismo. El análisis de elemento finito consideró el módulo de elasticidad 

del Poliácido Láctico de 3.5GPa, con el propósito de observa la deformación en la superficie externa de la 

cubierta [10].  

 

El factor de seguridad 2 para un diseño de este tipo permite reducir el riesgo de fallas de algún componente, ya 

que las condiciones ambientales donde se observará el comportamiento no son severas, considerando que la 

locomoción de ambas fases se ejecutara en una superficie regular plana. Los resultados demostraron que habrá 

una deformación con un desplazamiento sobre la superficie de 1 milímetro [4], lo cual es aceptable para su uso 

operacional.  

 

 

Fig. 5.4 Resultado del Análisis de Deformación mediante el Método de Elemento Finito para la cubierta del mecanismo. 
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VII. CONCLUSIONES 

 

El diseño de sistemas mecánicos usando software CAD apoyado de una metodología de diseño permite producir 

resultados sólidos en el campo de los robots móviles del tipo metamórfico.  

 

Para el desarrollo particular de este mecanismo, el modelo creado no empleo servomotores adicionales, lo que 

lo hace innovador, ya que podría adaptarse a cualquier robot apodo con n cantidad de extremidades sin la 

necesidad de incorporar nuevos actuadores que pudiesen comprometer tanto el funcionamiento como el gasto 

energético del mismo. 

 

Por otra parte, también es posible observar como que el desarrollo de mecanismos en base a sistemas biológicos, 

en este caso el movimiento de la araña Cebrennus Villosus, permite explorar nuevas alternativas de locomoción 

para robots metamórficos en operaciones de expedición. 
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Resumen 

Este estudio presenta una propuesta de diseño de una pinza para un robot Fanuc LR mate 200 iD aplicando el 

método de optimización topológica, demostrando que esta metodología permitió aumentar la eficiencia en el 

proceso de impresión 3D, aligerando la estructura de la pinza y reduciendo la cantidad de material necesario 

para su prototipado, manteniendo sus características mecánicas sin comprometer su estabilidad estructural, por 

lo que las consideraciones de diseño se realizaron teniendo en cuenta que el robot se utiliza en un proceso de 

manipulación de pinzas de plástico, utilizadas para colgar ropa. Incluye el desarrollo de un sistema de control 

on-off y aislamiento óptico, para el accionamiento de la pinza, incorporando la detección de su estado con el 

sistema de control del robot Fanuc. Con esta parte de control, se implementa una interacción con el sistema 

interno del robot y las señales de accionamiento de la pinza. 

 
 

Palabras clave: diseño, MOT, impresión, control. 

 

Abstract 

This study presents a design proposal of a gripper for a Fanuc LR mate 200 iD robot applying the topological 

optimization method, showing that this methodology allowed to increase the efficiency in the 3D printing 

process, lightening the structure of the gripper and reducing the amount of material needed for its prototyping, 

maintaining its mechanical characteristics without compromising its structural stability, so the design 

considerations were made taking into account that the robot is used in a handling process of plastic grippers, 

used to hang clothes. It includes the development of an on-off control system and optical isolation, for the 

actuation of the gripper, incorporating the detection of its state with the Fanuc robot control system. With this 

control part, an interaction with the internal system of the robot and the gripper drive signals is implemented. 

 

Index terms: design, MOT, print, control. 
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I. INTRODUCCIÓN 

 

En la actualidad los robots tienen un papel importante en actividades cotidianas tanto en aspectos 

domésticos como procesos de manufactura, esto es derivado a las grandes ventajas que aportan. Los 

robots industriales aseguran un alto nivel de productividad y una mayor precisión, haciendo que los 

errores se reduzcan en cada movimiento, sin mencionar la reducción de personal, de costos y de 

tiempo de procesamiento. 

 

Dentro de las partes del brazo mecánico, al final de este se encuentra el acoplamiento del efector 

terminal, el cual es el gripper o la herramienta que será encargada de realizar la tarea prevista, 

dependiendo de la aplicación que tendrá será determinado el efector final. En muchas ocasiones es 

necesario e importante diseñarlo de acuerdo con los requerimientos de la aplicación en el que será 

utilizado y de esta manera asegurar que la herramienta trabaje de manera correcta [1], [2]. 

 

Al diseñar el elemento final se tiene que considerar la tarea a realizar, el peso, el tamaño, la manera 

en que se va a llevar a cabo el movimiento de las articulaciones determinando el actuador o el 

elemento motriz y para que las tareas se realicen con precisión, velocidad o inteligencia es necesario 

hacer uso de sensores que ayuden a conocer el estado y el entorno del trabajo, todo esto es un tipo de 

accionamiento conocido como control eléctrico [1].  

 

El método de optimización topológica (MOT) es una herramienta matemática que le permite al 

diseñador sintetizar topologías óptimas [3]. En Ingeniería Mecánica se entiende como topología 

óptima a una pieza o parte mecánica diseñada especialmente para maximizar o minimizar alguna 

característica deseada, como lo es la reducción de material [4], [5]. El MOT permite aligerar piezas 

de forma automática mediante el método de elementos finitos. Ésta es una herramienta pensada para 

sacar el máximo beneficio a la fabricación aditiva (aunque puede adaptase a otros procesos de 

fabricación). Las geometrías resultantes eran difíciles de fabricar con los métodos tradicionales, pero 

la impresión 3D tiene menos limitaciones y está abriendo las puertas a este tipo de tecnologías [6], 

[7], [8]. 

 

 

II. DESARROLLO 

 

Para el accionamiento del gripper se propuso como actuador un servo, el cual estará acoplado a un 

sistema de engranes, el cual se diseñó a partir de engranes rectos. Los engranes rectos tienen dientes 

paralelos al eje de rotación y se emplean para transmitir movimiento de un eje a otro eje paralelo. De 

todos los tipos, el engrane recto es el más sencillo, razón por la cual se usa para desarrollar las 

relaciones cinemáticas básicas de la forma de los dientes [9], en la Fig.1 se muestran los elementos 

de un engrane recto. 
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Fig. 1. Engrane recto [9] 

 

De las cuales se presentan las siguientes relaciones para su cálculo:  

 

𝑃 =
𝑁

𝑑
 

(1) 

 

𝑚 =
𝑑

𝑁
 

(2) 

 

𝑝 =
𝜋𝑑

𝑁
= 𝜋𝑚  

(3) 

 
𝑝𝑃 = 𝜋 

(4) 

 

𝐷𝑐 =
(𝐷1 + 𝐷2)

2
   

(5) 

 

Donde:  

P = paso diametral, dientes por pulgada.  

N = número de dientes.  

D = diámetro de paso, pulg.  

m = módulo, mm.  

d = diámetro de paso, mm.  

p = paso circular. 

Dc = distancia entre centros. 

 

En la Fig. 2 se presenta la metodología implementada, en la que se interacciona la parte de 

optimización del gripper y la forma de accionamiento con control eléctrico. 
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Fig. 2. Diagrama de flujo de la metodología propuesta. 
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A. Propuesta de actuador y sistema de sensado. 

 

Las consideraciones del actuador fueron las siguientes: espacio destinado para su ubicación y la 

capacidad de carga máxima de 1.2 kg.  

 

Por lo que se seleccionó como actuador un servomotor modelo MG90S, es un pequeño actuador 

rotativo que permite un control preciso en posición angular, rotando de 0° a 180° considerado abierto- 

cerrado (véase Fig. 3). 

 

 

 

Fig. 3. Servomotor MG90S [10]. 

 

Las características y especificaciones del servomotor son: 

• Tamaño: 22.8 mm × 12.3 mm × 22.5 mm 

• Peso: 14 g 

• Torque reposo: 1.8 kg × cm (4.8V), 2.2 kg (6.0 V) 

• Velocidad: 0.1 s / 60 grados 

• Voltaje de funcionamiento: 4.8VDC a 6VDC. Recomendado 5VDC 

• Engranajes: Metal 

Para el sistema de sensado se seleccionó el sensor infrarrojo CNY70, es un sensor óptico que es 

utilizado para detectar colores, objetos, medidores de distancia o detectores de línea (véase Fig. 4), el 

cual mandará la señal para que el servo se accione. 
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Fig. 4. Sensor Infrarrojo CNY 70 [11]. 

 

Las características del sensor son las siguientes: 

• Tipo de emisor: Fotodiodo  

• Tipo de detector: Fototransistor 

• Dimensiones (L × W × H en mm): 7 × 7 × 6 

• Distancia de funcionamiento máximo: <0.5 mm 

• Longitud de onda del emisor: 950 nm  

 

B. Diseño de prototipo. 

Considerando las características del actuador y parte del sistema de control, se realizó el diseño de un 

prototipo inicial, en el cual se empleó un sistema de engranes que permitirá el accionamiento del 

gripper, como se puede ver en la Fig. 5.  

 

 

Fig. 5. Prototipo para topológico. 
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Para el sistema de engranes de las dos pinzas se eligieron engranes con un diámetro de paso de 26 y 

un módulo de 1, esta relación es la misma para los dos engranes, la elección de este tipo de engranes 

se hizo partiendo del espacio destinado a partir del modelado, y de la definición del diámetro de paso, 

módulo y número de dientes, ecuación (3), en la Tabla 1 se muestran las dimensiones de los engranes. 

 

TABLA 1  
DIMENSIONES DE ENGRANES DE LA PINZA 

 

 Número de 

dientes 

Diámetro de 

paso (mm)  

Módulo Distancia entre 

centros (mm) 

Engrane 

derecho 

26 26 1  

26  

Engrane 

izquierdo 

26 26 1  

 

El engrane del servomotor cuenta con un diámetro de paso de 13 mm, el cual se estableció con base 

al espacio disponible y a las distancias entre los centros de los engranes, tanto del conducido como 

del conductor, ecuación (5), y un módulo de 1, lo cual genera que tenga una relación de engranaje de 

0.5 con el engranes de la pinza, en la Tabla 2 se muestra el dimensionamiento del engrane del 

servomotor. 

 

TABLA 2  
DIMENSIONES ENGRANE SERVOMOTOR 

 

 Número de 

dientes 

Diámetro de 

paso (mm) 

Módulo Distancia entre 

centros (mm) 

Engrane 

derecho 

25 26 1  

19.5  

Engrane de 

servomotor 

13 13 1  

 

 

Se estudiaron los esfuerzos generados al aplicar una carga de 1.2 kg para verificar que dentro del 

modelo propuesto no se sobrepasará el límite de resistencia a la tracción que posee el material (ABS) 

de 30 MPa, en la Fig. 6 se observa que la pinza presenta un límite de resistencia de 1.26 MPa, y en la 

Fig. 7 el límite de resistencia es de 0.89, lo que significa que estos valores están por debajo del límite 

del material. 
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Fig. 6. Análisis estático pinza con una resistencia a la tracción de 1.26 MPa. 

 

 

 

Fig. 7. Análisis estático de soporte con una resistencia a la tracción de 0.89 MPa. 

 

Después de tener los estudios preliminares obteniendo esfuerzos por debajo del límite elástico del 

material se ejecutaron los estudios de topología en los cuales generaron las mallas suavizadas que se 

muestran en las Fig. 8 y Fig. 9. 

 

 

 



  
Diseño de gripper para robot Fanuc LR Mate 200 ID,  

aplicando el Método de Optimización Topológica 

 

Arturo González Martínez, Ana Jancy Enríquez Perez, Elvis Coutiño Moreno  

Luis Antonio Mier Quiroga, Daniel Maldonado Onofre 

  

 

 
 

Científica, vol. 26, núm. 2, pp. 01-14, julio-diciembre 2022, ISSN 2594-2921, Instituto Politécnico Nacional MÉXICO 

DOI: https://doi.org/10.46842/ipn.cien.v26n2a08 

 

9 

 

 

Fig. 8. Malla suavizada de la pinza a partir del análisis topológico. 

 

 

Fig. 9. Malla suavizada del soporte a partir del análisis topológico. 

 

Posteriormente se analizó bajo las mismas condiciones que las piezas del primer prototipo, de lo cual 

se obtuvo un esfuerzo a la tracción por debajo de los 30 MPa, el cual indica que soportará los efectos 

generados por una carga de 1.2 kg con facilidad, sin sufrir deformaciones en su estructura, estos 

resultados se ilustran a mayor detalle en la Fig. 10 y Fig. 11, en los cuales se grafican los resultados 

de esfuerzo obtenido. 
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Fig. 10. Pinza optimizada con una resistencia a la tracción de 1.37 MPa. 

 

 

Fig. 11. Soporte optimizado con una resistencia a la tracción de 4.17 MPa. 

 

Una vez concluido el modelado y el análisis de esfuerzos, se procedió a ensamblar el gripper, como 

se observa en la Fig. 12.  

 

 

Fig. 12. Diseño final del gripper en SolidWorks. 
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C. Impresión 3D. 

 

Una vez validado el modelado del gripper se llevó a cabo el prototipado rápido de cada elemento, 

como se muestra en la Fig. 13, se empleó una impresora envisionTEC XTREME 3SP de resina ABS 

y un curado de piezas bajo lámpara ultravioleta. 

 

 

 

Fig. 13. Modelado Gripper. 

 

III. RESULTADOS 

 

En la Tabla 3 se muestra un comparativo de los resultados de masa y de esfuerzos de la pinza, véase 

Fig. 6 y Fig. 10, antes del MOT y después del MOT. 

 

 
TABLA 3  

COMPARACIÓN DE MASA Y ESFUERZOS ANTES Y DESPUES DEL MOT 

 

Gripper Masa   Esfuerzo  

Antes del MOT 262.5 gramos 1.26 MPa 

Después del MOT 105.23 gramos 1.37 MPa 
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En cuanto al sistema de control de desarrollo un acoplamiento empleando una tarjeta Arduino, donde 

particularmente se ajustaron las respuestas en referencia al sensor, el servomotor y el sistema de 

comunicación aislada mediante optoacopladores. El diseño del circuito electrónico propuesto se 

muestra en la Fig. 14. 

 

 

 

Fig. 14. Diseño del circuito electrónico. 

 

El Robot Fanuc envía una señal digital mediante un 1 lógico al sistema de control Arduino y de esta 

manera al recibir un 1 o un 0 debe de abrir o cerrar el gripper, dicha acción está condicionada al 

sensor. Se decidió que la señal analógica recibida del sensor será leída y almacenada en una variable 

para que de esta manera se determine el rango en el que se va a considerar que el sensor detecto un 

objeto o que no ha sido detectado un objeto. Después de que se haya tomado una decisión si el gripper 

abre o cierra, el sistema de control Arduino enviará una señal para que el Robot de por entendido que 

se ha realizado una acción.  

 

Después de asegurar la estabilidad y funcionalidad tanto mecánica como electrónica del gripper se 

procedió a realizar los ajustes y sincronización del control del gripper y las señales del robot, las 

cuales debieron tener una familiaridad tanto para la parte mecánica como electrónica, para sujetar la 

pinza de ropa como se muestra en la Fig. 15. 
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Fig. 15. Pruebas con el gripper incorporado al robot. 

 

 

Para conocer la relación entre el desplazamiento angular del engrane y el desplazamiento lineal de la 

pinza se realizó un estudio de movimiento en SolidWorks, con el fin de establecer la cantidad de 

milímetros que se desplazará la pinza por cada grado que gire el engrane, en la Fig. 16 se muestra el 

estudio. 

 

 

 

 

Fig. 16. Estudio de movimiento. 

 

 

a) Gripper abierto b) Gripper sujetando pinza c) Gripper acomodando pinza 
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IV. CONCLUSIONES 

 

Se diseñó y desarrolló un gripper funcional para un robot Fanuc, el gripper permite que el robot 

ejecute la aplicación de manipular la pinza de ropa. 

 

Con el análisis de esfuerzos y el estudio de movilidad del mecanismo se comprobó que el gripper no 

presenta problemas en cuanto a su movilidad y estabilidad estructural. 

 

Se aplicó la metodología de optimización topológica logrando reducir el material en un 200 por 

ciento, lo cual permitió mantener su funcionalidad mecánica y estabilidad estructural. 

 

Se desarrolló un circuito electrónico con aislamiento óptico que permite el acoplamiento entre el 

control interno del robot Fanuc y la interconexión del mando del gripper. 

 

El uso del MOT y de las herramientas de impresión 3D deja abierta la posibilidad de realizar mejoras 

continuas en el diseño mecánico dependientes de las condiciones a las cuales estará sometido un 

elemento y en particular esto permitirá adecuarse a la morfología del elemento a manipular, por lo 

que para trabajos futuros este método de optimización permitirá minimizar costos, proponer nuevos 

materiales y aligerar la estructura. 
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Resumen 

 

Se obtuvieron polvos de trióxido de tungsteno (WO3) mediante un sistema de HFCVD (Hot Filament Chemical Vapor 

Deposition). Los polvos exhibieron tres diferentes coloraciones (azul rey, azul cielo y amarillo), debido al cambio del gas 

precursor usado (argón (Ar) o argón con vapor de agua (Ar+ H2O) o aire). Los polvos fueron evaluados por Difracción de 

Rayos-X (DRX) para la determinación de su estructura cristalina, su morfología fue observada mediante Microscopia 

Electrónica de Barrido (MEB), la composición química elemental se obtuvo por Espectroscopia de Energía Dispersiva 

(EDS). Por último, se analizaron las bandas de los enlaces presentes en el material con ayuda de Espectroscopia RAMAN. 

Estas técnicas lograron evidenciar la presencia del trióxido de tungsteno en los polvos obtenidos.  

Palabras clave: semiconductores, trióxido de tungsteno, HFCVD. 

 

 

Abstract 

 

Tungsten trioxide (WO3) powders were obtained using a HFCVD (Hot Filament Chemical Vapor Deposition) system. Three 

different colors (royal blue, sky blue and yellow) due to the change of the implemented precursor gas (argon (Ar) or argon 

with water vapor (Ar+ H2O) or air) were obtained. The powders were evaluated by X-Ray Diffraction (XRD) to determine 

the crystalline structure, the morphology was studied by Scanning Electron Microscopy (SEM), the elemental chemical 

composition was obtained by Energy Dispersive Spectroscopy (EDS). Finally, study of the structure was analyzed by 

RAMAN Spectroscopy. These techniques were able to demonstrate the presence of tungsten trioxide in the powders 

obtained. 

Index terms: semiconductors, tungsten trioxide, HFCVD. 
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I. INTRODUCCIÓN 

 

Los semiconductores son materiales implementados en la actualidad para la fabricación de la gran mayoría de 

componentes y circuitos electrónicos. Poseen una actividad eléctrica intermedia entre los conductores y 

aislantes [1]. La aparición de los semiconductores ha representado una de las revoluciones tecnológicas de 

mayor impacto en nuestra sociedad debido a las propiedades eléctricas y ópticas únicas que hacen de ellos 

componentes esenciales de dispositivos electrónicos y de comunicación [2]. Dentro de los semiconductores 

podemos encontrar a los óxidos metálicos semiconductores (MOS) formados por la combinación de un oxígeno 

y un metal (ZnO, TiO2, Fe2O3 y WO3) [3]. Los MOS son de un gran interés por sus propiedades ópticas, 

eléctricas y magnéticas [4]. Entre ellos se destaca el trióxido de tungsteno (WO3) debido a sus excelentes 

propiedades físicas, eléctricas y químicas, siendo este un material fructífero para diferentes aplicaciones tales 

como fotocatalizadores [5], dispositivos para almacenamiento de energía [6], etc. Posee aproximadamente el 

12% de absorción dentro del espectro solar, buena estabilidad térmica, fisicoquímica y alta conductividad 

eléctrica [7], [8]. Se considera un óxido metálico semiconductor tipo n y exhibe una banda prohibida en un 

rango de 2.6 a 3.0 eV [9], [10]. Es un material polimórfico que cristaliza en diferentes fases dependiendo de la 

metodología de crecimiento y la temperatura; entre ellas están: monoclínica, triclínica, ortorrómbica y 

tetragonal [11], [12]. Puede presentar propiedades electrocrómicas, catalíticas y fotocatalíticas [13], [14], siendo 

estas utilizadas en diferentes aplicaciones como en la detección de gases, degradación de contaminantes 

orgánicos, fotocatálisis, dispositivos fotocromáticos, almacenamiento de energía, dispositivos optoelectrónicos, 

microelectrónica, memoria óptica, etcétera [15], [16], [17], [18]. El desarrollo de nuevos métodos sintéticos 

para producir WO3 han sido un enfoque importante en el campo de la investigación. Lo cual ha generado la 

búsqueda de diversos métodos de síntesis: Sol-Gel, anodización, deposición por pulverización catódica de haz 

de iones reactivos, Deposición Química en fase Vapor (CVD) y recientemente Deposición Química en fase 

Vapor por Filamento Caliente (HFCVD) [19]. [20], [21], [22], [23]. La técnica HFCVD se ha convertido en 

una técnica de interés por su bajo costo de operación y fácil manipulación; consiste en una metodología simple 

por lo que no requiere precursores químicos peligrosos [24]. En el presente trabajo se obtuvieron polvos de 

trióxido de tungsteno (WO3) por la técnica de HFCVD usando tres gases diferentes: argón (Ar), argón con vapor 

de agua (Ar+H2O) y aire. La presencia de los diferentes gases hizo que se obtuvieran tres diferentes tipos de 

coloraciones. Siendo estos estudiados y analizados por diferentes técnicas de caracterización. Los polvos 

obtenidos muestran diferentes características interesantes tanto morfológicas como estructurales.  

 

II. METODOLOGÍA 

 

A. Descripción de los elementos que conforman un HFCVD 

 

La Figura 1 presenta las partes principales del reactor de HFCVD que fue utilizado para la obtención de los 

polvos de trióxido de tungsteno (WO3). Se compone principalmente por: un tubo de cuarzo, filamento de 

tungsteno (W), soportes para el filamento, o-rings de protección, entradas y salidas de los gases precursores. 

Cuenta con dos tapas una ubicada en la parte izquierda y la otra en la parte derecha del reactor, su función es 

sellar herméticamente por medio de o-rings el tubo de cuarzo. Mientras que la Figura 2 presenta las partes 

elementales de todo el sistema HFCVD entre las cuales se puede encontrar un cilindro de gas (argón, argón con 

vapor de agua o aire), una fuente de voltaje variable (140V, 30A), un reactor HFCVD, una cámara de 

confinamiento y una bomba de vacío (AIT-2B). 
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Fig. 1. Esquema del sistema de HFCVD. 

 

 

 

 

Fig. 2. Partes elementales que conforman un sistema de HFCVD. 
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B. Síntesis experimental del WO3. 

 

El filamento consiste en un alambre de tungsteno (W) en forma de espiral (véase Figura 3). La espiral fue 

realizada dando 11 vueltas, presentando una resistencia de 1.35 Ohms (Ω), con una longitud de 2 cm y un 

diámetro de 0.5 mm.   

 

 
Fig. 3. a) Ilustración esquemática del filamento de tungsteno b) filamento utilizado para la deposición de WO3. 

 
Posteriormente, el filamento fue colocado en el reactor de HFCVD para proceder al depósito. El primer paso 

para generar el depósito fue hacer vacío en el reactor con una presión de 60 mm Hg (milímetros de mercurio) 

con ayuda de la bomba de vacío, para inmediatamente ser purgado durante 1 min. Se usaron diferentes tipos de 

gases (argón, argón con vapor de agua y aire) dentro del sistema de HFCVD. El flujo fue monitoreado y 

registrado a 0.8 lpm (litros por minuto) manteniéndose constante. Durante la oxidación, la presión se mantuvo 

constante a presión atmosférica, siendo medida con un manovacuometro y controlándola con una llave de paso. 

Se aplicó un voltaje de 15 V para que el filamento alcanzara su incandescencia y este reaccionara con los gases 

presentes en el sistema. El proceso de deposición consistió en calentar un filamento de tungsteno (W) dentro de 

un ambiente oxidante; teniendo como resultado una reacción de óxido-reducción. De esta manera se forma un 

compuesto volátil que es depositado en las paredes del tubo. El tiempo de depósito se determinó con base en la 

degradación del filamento, ya que, al usar diferente atmósfera, la velocidad de oxidación del filamento fue 

diferente. Por ejemplo, en el proceso con Ar, el filamento se mantuvo operando más tiempo debido al poco 

oxígeno en el ambiente en comparación al proceso en el que se usó aire, donde el filamento se degradó en 

alrededor de solo 1 minuto. Terminado el depósito se dejó enfriar a temperatura ambiente durante 15 min, dando 

como resultado diferentes coloraciones debido a los diferentes gases precursores usados (véase Figura 4). Los 

polvos obtenidos se recolectaron para su posterior análisis. La Tabla 1 muestra las condiciones en las que se 

obtuvieron los distintos tipos de polvos del WO3. 

 

 

Fig. 4. Polvos obtenidos por la síntesis de HFCVD usando los gases: a) Ar, b) Ar+H2O y c) Aire. 
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TABLA 1 

CONDICIONES DE OBTENCIÓN DEL WO3. 

 

Polvos  Gas  
 

Tiempo  

(min)  

   Flujo  

   (lpm) 

Voltaje  

(V)  
  

Presión  

(mm Hg)  

Resistencia 

inicial del 

filamento  

(Ω)  

WO3         Ar 15   0.8 15 60 1.35 

WO3        Ar+H2O 10   0.8 15 60 1.35 

WO3        Aire 1   0.8 15 60 1.35 

 

 

III. RESULTADOS Y DISCUSIÓN 

 

A. Difracción de Rayos X (DRX) 

Dentro de los análisis que se realizaron a este material encontramos Difracción de Rayos X. Es una técnica que 

ha sido ampliamente utilizada en la caracterización de materiales, que cumplen con la condición de tener una 

estructura cristalina [25]. Cabe mencionar que la estructura cristalina nos proporciona el conocimiento de la 

distribución geométrica de todos los átomos (o iones) [26]. Esta técnica se representa por medio de gráficos 

llamados difractogramas los cuales están formados por las reflexiones (picos) que corresponden a las distancias 

de dimensiones nanométricas entre familias de planos [27]. 

La Figura 5 presenta los difractogramas de Rayos X de los diferentes polvos de WO3 obtenidos por HFCVD. 

El difractograma de la muestra obtenida en ambiente de Ar (véase Figura 5a) muestra dos picos característicos 

pertenecientes a la fase triclínica ubicados en 2= 23.53° y 33.56°, correspondientes a los planos, (002) y (0-

22) los cuales fueron identificados por la ficha cristalográfica (JCPDS 00-032-1392). También, se pueden 

observar tres picos característicos de la fase monoclínica (JCPDS 00-043-1035) ubicados en 2 = 40.39°, 47.93° 

y 54.06° pertenecientes a los planos (012), (004) y (313). Por último, se muestran dos picos característicos de 

la fase hexagonal (JCPDS 00-033-1387) ubicados en 2= 26.13° y 59.36° que corresponden a los planos (101) 

y (400).  Mientras tanto, el difractograma del polvo de WO3 obtenido al hacer reaccionar el filamento de 

tungsteno incandescente con la mezcla de argón y vapor de agua puede observarse en la Figura 5b. El 

difractograma de este polvo muestra un pico perteneciente a la fase ortorrómbica el cual fue obtenido por la 

ficha cristalografía (JCPDS 00-020-1324) ubicado en 2= 46.99° perteneciente al plano (002). También, se 

logra observar picos que pertenecen a la fase hexagonal correspondientes a la ficha cristalográfica JCPDS 00-

033-1387 ubicados en 2= 23.09° y 50.32° los cuales corresponden a los planos (400) y (220). Se aprecian dos 

picos de la fase triclínica (JCPDS 00-032-1392) ubicados en 28.73° y 34.03° correspondientes a los planos (-

121) y (2-20). Mientras que para la fase monoclínica muestra seis picos característicos (JCPDS 00-043-1035) 

ubicados en 2= 23.55°, 26.62°, 33.22°, 35.69°, 41.82° y 45.82° representativos de los planos (002), (021), 

(022) (122), (-222) y (320). Finalmente, la fase tetragonal muestra cinco picos (JCPDS 00-005-0388) ubicados 

en 2= 48.19°, 54.66°, 60.90°, 63.49° y 76.59°, los cuales corresponden a los siguientes planos (102), (221), 

(311), (212) y (401). Por último, la coloración amarilla (véase Figura 5c) se obtuvo por el proceso de oxido-

reducción generado en el reactor HFCVD entre el filamento de tungsteno incandescente y la incidencia del gas 

portador aire. El difractograma obtenido de esta muestra presenta un pico característico (JCPDS 00-020-1324) 

en 2= 63.38° correspondiente al plano (340).  También, se logra observar un pico de la fase tetragonal (JCPDS 

00-005-0388) que corresponde a 2= 76.88°, ubicado en el plano (401).  Otra de las fases presentes en el 

difractograma es la fase hexagonal la cual presenta un pico (JCPDS 00-033-1387) ubicado en 2= 63.55°, que 

corresponden al plano (340). Finalmente, se observan 21 picos característicos de la monoclínica (JCPDS 00-

043-1035) ubicados en 2= 23.11°, 23.58°, 24.41°, 26.65°, 28.65°, 28.88°, 33.25°, 41.51°, 41.85°, 45.41°, 

47.51°, 48.34°, 49.28°, 49.88°, 50.71°, 53.54°, 54.90°, 56.01° y 60.14° los cuales corresponden a los planos 

(002), (020), (200), (120), (-112), (112), (022), (202), (-221), (-222), (222), (320), (123), (-312), (004), (040), 

(114), (024), (212), (142) y (224). 
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Fig. 5. Difractogramas de los polvos obtenidos por HFCVD en ambiente de: a) Ar, Ar+H2O y c) Aire. 
 

 

B. Microscopia Electrónica de Barrido (MEB)  

Otra técnica utilizada para la caracterización de las muestras de WO3 fue Microscopia Electrónica de Barrido 

(MEB). El MEB es una técnica que proporciona imágenes (o micrografías) de la superficie generalmente opacos 

a los electrones, por medio de un delgadísimo haz de electrones que recorre dicha superficie y de detectores 

que transducen las señales que emanan, transformándolas en corrientes eléctricas que se emplean en formar una 

imagen en un monitor [28].  La Figura 6 presenta las micrografías de los polvos de WO3 las cuales presentan 

diferentes morfologías. En el caso de la Figura 6a perteneciente a los polvos de WO3 obtenidos en ambiente de 

Ar, se distinguen barras largas en formas de alambres o agujas. Mientras que para la muestra WO3 obtenida en 

ambiente de Ar+H2O (véase Figura 6b), se presenta una morfología combinada con presencia de formas esféricas 

y rómbicas. Sin embargo, en la muestra de WO3 obtenida en ambiente de aire correspondiente a la Figura 6c, 

se percibe una morfología predominante en forma de rombos. Se evidencia mediante este análisis que la 

morfología es variable para las tres muestras. 
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Fig. 6. Imágenes SEM de los polvos obtenidos por HFCVD en ambiente de: a) Ar, b) Ar+H2O y c) Aire. 

 

 

C. Espectroscopia de Energía Dispersiva 

La técnica Espectroscopia de Energía Dispersiva (EDS, por sus siglas en inglés) nos proporciona información 

acerca de la composición química de las partículas mediante la irradiación de la muestra con un haz de 

electrones generando rayos X que pueden ser detectados. El espectro EDS se obtiene tras recoger los fotones 

emitidos por la muestra durante determinado periodo de tiempo (minutos) y permite identificar y cuantificar los 

diferentes elementos presentes en el material [29].  La Figura 7 presenta los espectros EDS de los polvos de 

WO3 en sus diferentes coloraciones. La muestra de WO3 obtenida con Ar (véase Figura 7a) presenta 4 picos 

pertenecientes al elemento Tungsteno (W), un pico correspondiente al Oxígeno (O) y un pico identificado como 

Carbono (C). En el caso de la muestra de WO3 obtenida en ambiente de Ar+H2O (véase Figura 7b) se presentan 

los mismos picos antes mencionados con la excepción de que se ve un incremento de cps/eV (count per second 

per electron-Volt). Lo mismo ocurre con la muestra del WO3 obtenida en aire (véase Figura 7c), donde se siguen 

presentando los picos mencionados y conserva la misma intensidad que la muestra de WO3 obtenida en 

ambiente de Ar+H2O. Con esto podemos determinar que las tres muestras poseen la misma composición 

elemental la cual presenta Tungsteno (W) y Oxígeno (O). También, se evidencia la presencia de Carbono (C) 

pero esta es debido a que al ser analizadas se colocan en cinta de carbón es por eso que se ve reflejada este pico 

en el análisis. 

 

 

 

A) B) 

C) 

 100 nm 

 100 nm  100 nm 
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Fig. 7. Espectros EDS de los polvos de WO3 obtenidos en ambiente de: a) Ar, b)  Ar+H2O y c) Aire. 

 

D. Espectroscopia RAMAN 

La Espectroscopia RAMAN es una técnica fotónica de alta resolución que proporciona en pocos segundos 

información química y estructural de cualquier material ya sea compuesto orgánico o inorgánico permitiendo así 

su identificación [30]. Para las mediciones por espectroscopía Raman se usó un láser de He-Ne, aplicando una 

longitud de onda de 632 nm. La Figura 8 presentan espectros RAMAN de las diferentes muestras de WO3. El WO3 

obtenido en ambiente de Ar (véase Figura 8a) presenta seis bandas ubicadas en 60, 65, 135, 267, 710 y 801 cm-1 

correspondientes a las vibraciones W-W, W-W, W-O, W-O, (W2O6 & W3O8)y (O-W-O)(véase Tabla 2). 

Mientras que para el caso del polvo de WO3 obtenido en ambiente de Ar+H2O (véase Figura 8b) aparece otra banda 

más a las antes mencionadas ubicada en 338 cm-1 perteneciente a la vibración W-O [31], [32], [33]. Al igual que 

la muestra de WO3 obtenida en ambiente de Ar+H2O, la muestra de WO3 obtenida en aire presenta las mismas 

bandas, pero en este caso la intensidad de las bandas aumenta de manera considerable. Estas bandas presentes son 

identificadas como vibraciones de WO3 en fase monoclínica. Si bien la intensidad relativa no es evidencia de una 

mayor presencia de WO3 monoclínico en la muestra obtenida en aire, el menor ancho de esas bandas en la muestra 

obtenida en aire en relación a las otras dos muestras (Ar y Ar+H2O), sugiere una mayor calidad estructural en 

dicha muestra. 
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Fig. 8. Espectros RAMAN de los polvos de WO3 obtenidos en ambiente de: a) Ar, b) Ar+H2O y c) Aire. 

   

 
TABLA 2 

MODOS VIBRACIONALES DEL WO3 

 

Longitud de onda (cm-1) Modo de vibración Fase Correspondiente Referencia 

801 (O-W-O) Monoclínica Vibraciones de 

estiramiento del 

oxígeno puente 

[31], [32], [33] 

710  (W2O6 & W3O8) 

 

Monoclínica Vibraciones de 

estiramiento del 

oxígeno puente 

[31], [32], [33] 

 338  W-O Monoclínica Vibraciones de 

estiramiento  

[33] 

 267  W-O Monoclínica Vibraciones de 
estiramiento  

[33] 

 135  W-O Monoclínica Vibraciones de 

estiramiento  

[33] 

 65  W-W Monoclínica  ******** [31] 

 60  W-W Monoclínica  ******** [31] 
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IV. CONCLUSIONES 

 

En el presente trabajo se mostró que es posible la obtención de polvos de WO3 mediante la técnica de 

Deposición Química en fase Vapor por Filamento Caliente (HFCVD). Se comprobó la presencia de este 

material mediante las diversas técnicas utilizadas. Por Difracción de Rayos X se encontró la presencia de las 

fases cristalinas presentes en las diferentes muestras de WO3, en donde se vio que el polvo obtenido en ambiente 

de Ar tenía 7 picos de diferentes fases, pero 3 de ellos pertenecientes a la fase monoclínica. Posteriormente, se 

vio el incremento de los picos presentes de la fase monoclínica en la muestra obtenida en ambiente de Ar+H2O 

en donde se apreciaron seis picos. Mientras que la muestra obtenida en ambiente de aire presentó 21 picos 

pertenecientes a la fase monoclínica. Mediante MEB se vio un cambio de morfología en las diferentes muestras 

que pasaron de ser alambres a tomar forma de esferas y rombos. Posteriormente, EDS nos reafirmó la presencia 

de trióxido de tungsteno, detectando la presencia de los elementos W (Tungsteno) y O (Oxígeno), en las tres 

muestras (Ar, Ar+H2O y aire). Por último, las mediciones por espectroscopia RAMAN confirmaron la presencia 

de WO3 en la fase monoclínica dentro de los polvos obtenidos por la técnica de HFCVD. Así mismo, es posible 

que la calidad estructural de la muestra obtenida en aire sea más alta en comparación a la de las obtenidas en 

Ar y Ar+H2O, debido a que las respectivas bandas RAMAN mostraran un ancho menor. 
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Resumen 

El problema de la contaminación ambiental trae consigo problemas que afectan el desarrollo de todo ser viviente, como 

plantas, animales incluyendo al hombre [1]. El agua es uno de los principales recursos naturales que se ven afectados por la 

actividad industrial, ya que de ella dependen muchos procesos industriales para la elaboración de productos o bien es 

utilizada como servicio auxiliar, indispensable en operaciones unitarias, por lo cual se deben establecer procedimientos para 

el tratamiento del agua que ayuden a conservar su naturaleza y preservación para las generaciones futuras [1]. La 

preocupación por la contaminación ambiental ha fomentado la investigación y el desarrollo de tecnologías sustentables, así 

como una normatividad cada vez más estricta para que los procesos industriales a través de tecnologías limpias logren 

disminuir los niveles de contaminantes en los efluentes. En la mayoría de las empresas se generan aguas residuales con 

concentraciones de sustancias contaminantes, debido a que los métodos de tratamiento son económicamente poco viables y 

tienen baja efectividad. En la industria, el cromo se utiliza en: procesos de curtido, pigmentos textiles, aleaciones, 

catalizadores, agentes anticorrosivos, baterías, fungicidas, recubrimientos metálicos, electro galvanizado, etc. El objetivo 

de este estudio fue establecer la metodología para la reducción de cromo VI a Cromo III en agua residual, así como su 

control para cumplir con los parámetros establecidos en la Norma NOM-001-SEMARNAT-1996 [22]. Los resultados 

obtenidos después del tratamiento fueron de 0.059 a 0.99mg/L de cromo III. Se concluye que el tratamiento con 

Metabisulfito de sodio es una buena opción para la reducción del cromo. Lo relevante de este estudio consiste en que el 

agua se puede reutilizar para el regado de áreas verdes. 

Palabras clave: agua residual, Cromo VI, metabisulfito de sodio. 

 

Abstract 

The problem of environmental pollution brings with it problems that affect the development of all living beings, such as 

plants, animals, including man [1]. Water is one of the main natural resources that are affected by industrial activity, since 

many industrial processes depend on it for the production of products or it is used as an auxiliary service, essential in unitary 

operations, for which it must be established procedures for water treatment that help conserve its nature and preservation 

for future generations [1]. The concern about environmental pollution has promoted the research and development of 

sustainable technologies, as well as increasingly strict regulations so that industrial processes through clean technologies 

can reduce the levels of pollutants in effluents. In most companies, wastewater with concentrations of polluting substances 

is generated, due to the fact that treatment methods are economically unfeasible and have low effectiveness. In industry, 

chrome is used in: tanning processes, textile pigments, alloys, catalysts, anticorrosive agents, batteries, fungicides, metallic 

coatings, electro galvanizing, etc. The objective of this study was to establish the methodology for the reduction of 

Chromium VI to Chromium III in wastewater, as well as its control to comply with the parameters established in the NOM-

001-SEMARNAT-1996 Standard [22]. The results obtained after treatment were from 0.059 to 0.99mg/L of chromium III. 

It is concluded that the treatment with sodium metabisulfite is a good option for the reduction of chromium. The relevance 

of this study is that the water can be reused for irrigating green areas. 

Index terms: waste water, Chromium VI, sodium metabisulfite.  
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I. INTRODUCCIÓN 

 

La contaminación ambiental por metales pesados es ocasionada principalmente por las actividades 

antropogénicas, tales como las realizadas en las industrias metalúrgica, agrícola y la manufacturera, así como a 

las malas prácticas de almacenamiento y disposición de los residuos generados [19]. Estas industrias liberan al 

medio ambiente, cada año, poco más de 5 millones de toneladas de arsénico (As), cadmio (Cd), cromo (Cr), 

cobre (Cu), mercurio (Hg), níquel (Ni), plomo (Pb), selenio (Se), vanadio (V) y zinc (Zn) [3]. Estos metales 

tienden a persistir indefinidamente en el medio ambiente y de manera eventual se acumulan a través de la cadena 

trófica, lo que representa una seria amenaza para la salud y bienestar de los seres vivos [3]. La remoción de los 

metales pesados de las aguas residuales industriales es esencial para disminuir la contaminación ambiental. La 

contaminación del agua por metales pesados representa un problema ambiental importante debido a los efectos 

tóxicos que provocan a la salud humana. Las principales fuentes de contaminación del agua por metales pesados 

provienen de las aguas residuales industriales tales como metalizado, minería, curtiembres, pinturas, fabricación 

de radiadores, fundición, industrias de aleaciones, entre otros [1], [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12], [13], 

[14], [15]. La descarga máxima permisible para cromo hexavalente hacia cuerpos receptores debe ser menor a 

0,5 mg.l-1 según el reglamento en el que se establecen las disposiciones para el vertido de aguas residuales 

decreto ejecutivo N°. 21-2017 [2]. El cromo existe en más de un estado de oxidación desde Cr (0) la forma 

metálica, hasta su forma hexavalente, Cr (VI). Especialmente, el cromo en su estado de oxidación +6 es 

considerado peligroso incluso en pequeñas concentraciones, mientras que Cr en estado de oxidación +3 es 

esencial para la salud en condiciones moderadas [4]. 

 

El cromo hexavalente puede ocasionar efectos adversos a corto y a largo plazo, siendo el tracto respiratorio el 

principal órgano afectado después de la exposición. El cromo hexavalente puede ocasionar cáncer de pulmón, 

irritación o daños en la piel, ojos, nariz y garganta. Según la OSHA, el valor límite de exposición permisible de 

cromo hexavalente por día debe ser 5 µg.m-3 [5], [1], [12]. La exposición por inhalación crónica al cromo 

hexavalente en humanos produce perforaciones y ulceraciones del tabique, bronquitis, disminución de la 

función pulmonar, neumonía, asma y picazón nasal. Los altos niveles de cromo hexavalente pueden producir 

efectos en el hígado, los riñones, sistema gastrointestinal e inmunitario [6]. 

 

Actualmente existen todavía varias empresas que desechan el agua residual sin tratamiento. De ahí la 

importancia de este estudio como colaboración al cuidado de nuestro entorno.  

 

La contaminación del agua por Cr (VI) se debe a los efluentes industriales no tratados, generados por la industria 

metalúrgica, la fabricación de cromados, el curtido de pieles, la galvanoplastia, la conservación de madera, la 

preparación de aleaciones anticorrosivas de gran dureza y resistentes al calor, la minería, la producción de 

cemento, colorantes, pinturas y material fotográfico [7], [8], [9]. Aun cuando los metales pesados se encuentren 

diluidos y en cantidades no detectables, su recalcitrancia y persistencia en los cuerpos de agua ocasiona que, a 

través de procesos como la biomagnificación, su concentración se incremente hasta alcanzar niveles tóxicos 

[8], [9], [10].  

 

El método más usado para la eliminación de metales procedente de efluentes industriales es la precipitación en 

forma de hidróxido, añadiendo sosa cáustica (NaOH) o cal (Ca(OH)2) para obtener un pH alcalino. Se suelen 

añadir sulfato de hierro y de aluminio como coagulantes. Sin embargo el Cr(VI) es soluble y no precipita a 

ningún valor de pH; además que estos al final provocan un alto coste por la cantidad de lodos generados y muy 

poco filtrantes y la neutralización del agua después de la precipitación [4]-[16], [17], [18]. 

 

Este proyecto de investigación muestra el desarrollo de una metodología experimental estableciendo los pasos 

a seguir para la reducción de cromo VI a Cromo III en agua residual usando metabisulfito de sodio, así como 

su control para cumplir con los parámetros establecidos en la Norma NOM-001-SEMARNAT-1996 [22], para 

la adsorción del cromo se empleó un sistema de coagulación-floculación. El proceso de Coagulación–
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floculación resulta un método útil para la separación de partículas muy finas de naturaleza coloidal que 

presentan gran estabilidad en el agua. Se denomina coagulación al proceso de desestabilización y posterior 

agregación de partículas en suspensión coloidal presentes en el agua, para potenciar la etapa de decantación o 

espesado en la que esas partículas deben separarse del agua [20], [21]. La desestabilización se consigue 

neutralizando sus cargas eléctricas, con lo que dejan de actuar las fuerzas de repulsión, su potencial Zeta se 

anula y los coloides tienden a agregarse por acción de masas. 

 

II. METODOLOGÍA 

 

El tratamiento fisicoquímico del agua residual se llevó a cabo de la siguiente manera: 

 

1. La muestra se tomó de los baños de acabado superficial de cromatizado de una empresa metalmecánica. 

 

a) Neutralización: El agua se neutralizó con hidróxido de calcio para ajustar el pH del agua a un rango 

de 7-8 unidades, y así permitir que el producto coagulante que se adiciona posteriormente reaccione 

en forma eficiente. 

 

b) Coagulación: Es una técnica química cuyo objetivo es la desestabilización de las partículas coloidales 

(contaminantes del agua), resulta ser que la mayoría de las partículas en suspensión del agua residual 

es de tamaño tan pequeño, que su eliminación en los tanques de sedimentación por gravedad no fue 

posible, por lo cual se hizo por coagulación agregando sulfato de aluminio (40g/l), para a la 

desestabilización de los contaminantes del agua y rompimiento de las fuerzas eléctricas para la 

formación de un precipitado químico. En esta etapa es donde se realizó la adición de metabisulfito de 

sodio para la reducción de cromo VI a Cr III. Esto de acuerdo a la demanda de metabisulfito de sodio. 

 

c) Floculación: Es una técnica de mezclado lento que induce la formación de aglomerados de partículas 

desestabilizadas, producto del proceso de coagulación en la etapa anterior; generalmente la formación 

de aglomerados (agrupación de flóculos), se incrementa al adicionar un producto polimérico a la 

mezcla del agua coagulada, ayudando también un aumento de peso y velocidad de sedimentación de 

los flóculos formados. En este caso se agregó un polímero de acrilamida. 

 

d) Método para la determinación de la demanda de metabisulfito de sodio para la reducción de cromo 

VI a Cromo III. 

 

1) Pipetear una muestra de 10 ml de agua residual, que contiene cromo hexavalente, en un matraz de 

250 ml y diluir a 100 ml con agua destilada. 

 

2) Adicionar 1 gramo de cristales de yoduro de potasio (KI) y agitar hasta disolver. 

 

3) Adicionar 15 ml de ácido clorhídrico (HCl) concentrado al matraz. 

 

4) Titular con una solución de tiosulfato de sodio 0.1N, hasta que la solución roja naranja se vuelva 

color paja.  

 

5) Adicionar 15 a 20 gotas de solución indicadora de almidón, la solución se tornará purpura obscura, 

continuar titulando lentamente hasta que la solución cambie a color verde claro o pálido. 

 

6) Cálculos: 

6.1. Cálculo para determinar la cantidad necesaria de metabisulfito de sodio. 
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a) ml gastados de tiosulfato de sodio (Na2S2O3) X 1.45 = 𝑙𝑏 𝐶𝑟(𝑉𝐼) / 1000 𝑔𝑎𝑙 𝐴𝑔𝑢𝑎 

 

b) Si se desea saber en 𝑚𝑔𝐿, y se gasta 1 ml de tiosulfato de sodio se realiza la siguiente conversión: 

Partes Por Millón (p.p.m.) = (1.45 𝑙𝑏)(1𝑔𝑎𝑙)(0.454 kg)(1000g)(1000mg) / (1000𝑔𝑎𝑙)(3.785 

𝐿)(1𝑙𝑏)(1kg)(1g) = 173.92 mg L 

 

c) La cantidad teórica de metabisulfito de sodio para reducir cromo (VI) a cromo (III), es la 

siguiente: 

Para reducir 1 p.p.m. de Cr (VI) se necesitan 2.81 p.p.m. de metabisulfito (Na2S2O5), en la 

práctica, se tomó como 3 p.p.m. 

 

6.2.  La reacción de reducción de Cr (VI) a Cr (III) se esquematiza de la siguiente forma:  

 

 

H2Cr2O7 + 3NaHSO3      + 3H2SO4 =   Cr2(SO4)3 + 3NaHSO4 + 4H2O 

 

Cr (VI)     =         Cr (III) 

 

Esta reacción es instantánea para valores de pH inferiores a 2.5 

 

 

 

III. RESULTADOS 

 

Después del tratamiento se analizó el contenido de Cromo en el agua residual por medio de absorción atómica 

con un equipo de absorción atómica marca Perkin Elmer durante 3 meses. Al observar la Tabla 1, Tabla 2 y 

Tabla 3, se tiene que los resultados están dentro de la especificación, ya que la norma establece como máximo 

1.5 ppm de cromo en agua residual para uso en riego agrícola (véase Figuras 1, 2 y 3).  

 

 

TABLA 1 

CONTENIDO DE CROMO III EN AGUA RESIDUAL EN EL MES DE MARZO DE 2021 

 

Muestras Contenido de 

Cromo en ppm 

pH Observaciones 

1 0.088 9.8 Dentro de especificación 

2 0.36 9.5 Dentro de especificación 

3 0.99 9.0 Dentro de especificación 

4 0.14 8.96 Dentro de especificación 

5 0.21 8.47 Dentro de especificación 

6 0.13 8.43 Dentro de especificación 

7 0.41 7.0 Dentro de especificación 

8 0.22 6.98 Dentro de especificación 

9 0.35 9.0 Dentro de especificación 

10 0.15 7.2 Dentro de especificación 
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Fig. 1. Contenido de Cromo en agua residual del mes de marzo. 

 

 

 

 

TABLA 2 

CONTENIDO DE CROMO EN EL MES DE ABRIL 

 

Muestra Contenido de 

Cromo en ppm 

pH Observaciones 

1 0.63 7.28 Dentro de especificación 

2 0.21 9.3 Dentro de especificación 

3 0.11 8.35 Dentro de especificación 

4 0.25 8.13 Dentro de especificación 

5 0.26 7.95 Dentro de especificación 

6 0.26 8.25 Dentro de especificación 

7 0.15 8.83 Dentro de especificación 

8 0.46 7.67 Dentro de especificación 

9 0.25 8.75 Dentro de especificación 

10 0.20 8.5 Dentro de especificación 
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Fig.  2. Contenido de Cromo en agua residual en el mes de abril. 

 

 

 
TABLA 3 

CONTENIDO DE CROMO EN AGUA RESIDUAL EN EL MES DE MAYO DE 2021 

 

Muestra Cromo en ppm pH Observaciones 

1 0.20 8.6 Dentro de especificación 

2 0.059 9.63 Dentro de especificación 

3 0.24 7.57 Dentro de especificación 

4 0.24 8.12 Dentro de especificación 

5 0.68 7.64 Dentro de especificación 

6 0.15 7.10 Dentro de especificación 

7 0.11 10.78 Dentro de especificación 

8 0.22 7.50 Dentro de especificación 

9 0.19 8.42 Dentro de especificación 

10 0.20 8.41 Dentro de especificación 
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Fig. 3. Contenido de Cromo en agua residual en el mes de mayo. 

 

 

Como puede observarse en el gráfico 1. El contenido de cromo III en el agua residual ya tratada durante el mes 

de marzo osciló entre 0.088 a 0.99 ppm. 

 

En el mes de abril el contenido de cromo III en el agua residual con tratamiento osciló entre 0.11 a 0.66 ppm. 

 

En el mes de mayo el contenido de cromo III del agua residual con tratamiento osciló entre 0.059 a 0.68 ppm 

 

Los resultados obtenidos después del tratamiento estuvieron dentro de especificación. 

 

Cabe mencionar que antes del tratamiento del agua el cromo se encontraba con el estado de oxidación VI. Y los 

valores de cromo VI todos estaban fuera de especificación (mayores a 1.5 ppm).  

 

La importancia de este estudio estriba en la contribución de la empresa al desarrollo sustentable ya que se tomó la 

decisión de no seguir descargando el agua sin tratamiento, sino por el contrario como empresa socialmente 

responsable dar tratamiento al agua residual antes de su descarga. 

 

 

IV.       CONCLUSIONES 

 

La calidad del agua tratada se mejoró, ya que los niveles de cromo en los tres meses de estudio se mantuvieron 

dentro de especificación del parámetro establecido como máximo (1.5 mg/L), ya que sin tratamiento todas las 

muestras analizadas estaban fuera de especificación. 

 

Como puede observarse es de primordial importancia dar tratamiento a el agua residual para su posterior 

utilización, ya que se puede emplear en los sanitarios, o usarse como agua de riego en las áreas verdes de las 

empresas donde se tienen procesos de tratamiento superficial con cromo. 
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Se recomienda seguir tratando el agua residual, así como seguir verificando el contenido de cromo después de 

la reducción del cromo para evitar desechar agua fuera de especificación, ya que el cromo VI es un elemento 

de alta toxicidad que puede provocar problemas de salud como cáncer entre otros.  

 

La importancia de este estudio consistió en la reducción del Cromo VI a Cromo III, ya que en la empresa donde 

se efectuó el estudio, el agua se descargaba a la tubería sin tratamiento al igual que otras empresas del ramo 

industrial contaminando el medio ambiente. Además de que el cromo se desechaba en estado de oxidación VI. 

Este estudio sienta las bases de otros posteriores para la mejora en el tratamiento del agua como inicio de una 

mejora continua del proceso de acabados superficiales.  
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